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3)ie Dorltegenbe Slbl^anblung Mlbet eine )t)t$ttge Srg&njung gu 
meinem Dor brei 3a^ren erfdgtenenen metapl^^fifd^'mQtl^emQtif^en 
SBer!e. SB&l^renb td^ mi$ in biefem leiteten auf ben ©tanbpunft 

ber flrengen ßogtl g^P^Öt ^^f ^^^ ^i^^ ^^^ hinein «Jött f^in 
tDoQenben 3)tet]^a))]^^ft!er nid^t anberS fein !ann, eine ber äBir!Iid^!eit 
entft)re$enbe STlatl^emati! gefud^t unb gefunben l^abe, l^abe td^ mid^ 
l^ier Quf ben ©tanbj)unlt ber fogenannten „reinen" formalen ßogil 
gebellt nnb Don bemfelben aus meine ©eometrie neben ber geltenben 
als eine 6Io^ logifc^ m5glid^e l^ingefleHt S)er l^ier eingenommene 
©tanbpunft ifi alfo ein neutraler ©oben, auf bem öiellei^t bie a5er= 
fiänbigung mit ben Oegnem meiner neuen ©eometrie (unb pe l^at übrigens 
bis je^t nur ©egner) leidster ju ergielen fein toirb, als bieS auf bem 
©tanb))un!te beS flrengen aJleta))]ö5fiferS, ber nur baS 3BirIIid&e (rcfj). 
bas toirUidg aJlöglic^e) fflr baS SBa^re l^ilt, möglid^ \% 9luf bem 
neuen @tanb))un!te fallen nimlid^ aQe bie metapl^^fifd^en ©d^mierig* 
leiten fort, mit benen bie neue ©eometrie in tl^ren erften ©runb= 
lagen gu lSm))fen l^at, unb bie fonfefutiöe bisfrete Slaumform lotrb 
}u einer logifd^ minbeftenS ebenfo bered^tigten 9iaumform, loie bieS 
fflr bie tnlonfefutiDe lontinuierlid&e Slaumform fafl auSndl^mSloS an^ 
genommen loirb unb fflr bie in!onfe!utit)e bishete [Haumform t)on 
Dielen ©eiten gugeflanben (Don Dielen anberen toieber Beftritten) toirb. 
S)ie formelle ^5glid^!eit ber beiben (enteren g^ormen !ann, loenn 
man fid^ nur ben Unterfd^ieb ber formellen Don ber logifd^en SRög- 
Itd&{eit in eigentßd^em @inne !(ar Dergegenio&rtigt, gar nid^t in 9lb» 
rebe gefteHt toerben, unb id& glaube, ba^ man baSfelbe aud^ fflr bie 
lonfefutiDe bisirete SRaumform, bie JRaumform ber neuen ©eometrie, 
nad^ meinen nunmel^rigen ^(uSffll^rungen toirb anerlennen mflffen. 



IV Votwott 

Slufeer biefcr crpen totdötigen Folgerung in bejug auf bie Ion» 
fe!uttDe Staumform itnb bie für btefelbe geltenbe ©eotnetrie, bie jtdg 
auf bem in biefer Sbl^anblung eingenommenen @tQnb))unIte ergibt, 
befielet nod^ eine gtoeite nid^t minber loid^tige g^olgerung in begug auf 
biefelbe, unb bieS ifi bie Unab]^Sngig!eit ber !onfe!utit)en SRaumform 
Don ber f^rage nadg ber äBal^rl^eit beS SfiniliSmu^ unb beS ^nfini- 
tiSmuS. 3n meinem SBer!e l^abe xä^ bie logif^e 9tottDenbig!eit ber 
fonfelutiDen 9taumform aus ber logifd^en 9totU)enbig!eit beS g^initiS- 
muS refp. au8 ber logifd^en Unm5glid&!eit beS 3nfinitiSmu§ bebugiett. 
^ier aber toirb bie !onfe!utiDe 9laumform gang unabl^ingig t)on bem 
ÖfinitiSmuS als eine formell möglid^e aufgeiieÜt fo ba^ man ganj 
ttol^l Snfinitifl fein unb tro^bem bie neue ©eometrie Dertreten lann. 
SBem e8 alfo um 3nfiniti8mu8 um jeben ^ßreiS ju tun ifl, ber lann 
eS au$ auf bem @tanb))unlte ber neuen ©eometrie bleiben, ja eS 
fiimmt fogar biefer neue ©tanbj)unft mit bem aritl^metifd^en 3n= 
finitiSmuS beffer überein, ate bieS für ben @tanbj)unlt ber geltenben 
©eometrie mit il^ren in!onfe!utioen 9iaumformen gilt, ba j[a bie un= 
enblidö fein fottenbe Soi^lcnreil^e ebenfo au8 fonfetutiDen (glementen 
befielet loie bie lonfelutiöe Slaumform. 

SDie affgemeine logifd^e SDlöglid^Ieit ber lonfelutiDen Sftaumform 
einerfeitS, bie Unabl^&ngig!eit ber neuen ©eometrie Don bem f^initiS- 
mu8 anbererfcits finb alfo bie beiben Dornel^mfien 9tefuttate unferer 
Slbl^önblung. 3n biefelbe l^abe id6 aber nod^ eine Unterfud^ung ein= 
gefd&oben, bie biefem affgemeinen 5ßlane berfelben gar nid&t entfj)rid5t- 
©0 fel^r e« mir in bem affgemeinen 5piane ber äb^anblung aud& lag, 
ben 3nfinitiSmu8 mit ber neuen ©eometrie ju Derfbl^nen, fo fleffte eS 
fidg mir bo$ bei naiverem Sufel^en l^erauS, ba^ biefe ä^erfSl^nung, 
fireng genommen, gar nidfet möglich ift, unb ba§ ber SnfinitiSmuS, 
auf bie lonfelutiDe Slaumform angeloanbt, ju SBiberfprüd&en fül^rt, 
bie Diel offenlunbiger finb, al3 bieg bei feiner Slnioenbung auf bie 
übrigen 9taumformen (bei biefen le^tercn in erjier Slcil^e in bejug auf 
il^re SluSbel^ttung unb erjl in äioeiter auf il^re 5Punftanjal&l) ber Saff 
ifi. Unb fo l^abe id6 nid&t uml^in lönnen, biefe SBiberfprüd^e in 
einem befonbcren 9lbfd^nitt l^erDorjul^eben unb barauf eine neue S3e= 
grünbung beS fJinitiSmuS ju grünben. ©erjenige, bem ber 3nfinitiS= 
mus eine logtfd^ nottoenbige SDoftrin gu fein fc^eint, toirb afferbingS 
in meinen biegbejüglid^en SluSfül^rungen enttoeber lauter Strtümer 
erblidfen muffen — bann befleißen für il&n leine SBebenlen mel&r, feinen 



Voxtoott. V 

©tonbDunlt mit bemicniftcn bcr neuen ©eometrie ju öerföl^ncn — 
ober er toirb, toenn er ba8 nid^t tut, bie lonfeluttDe ^taumfoxm Der« 
iDerfen nnb nur eine mit ber unbeftimmten Snblidgleit fad^Udg aber- 
einftimmenbe unenbltd&e SluSbel^nung ber infonfefutiDen jufd&reiben. 
SIuS biefen ©rttnben l^alte id^ alfo bie Sinf^iefiung biefer Unter- 
fud^ung in bie Stbl^onblung fflr ßered^tfertigt, Bemerfe aber, ba^ ber 
Snjtnitiji biefen 3l6fd&nitt aud^ gona flBerf))rin8cn lann, toenn er ein 
©anjeS in feinem @inne bur^auS l^aben toiH. 

SBie man ftdg nun audg ju ben einaelnen ^usffll^runsen biefer 
STBl^anblung fieffen mag, td& l^offe, ba& man in berfelBen iebenfattS eine 
Unterfud^ung über bie in toalgrem @inne t^fifd^^n Staumformen unb 
©eometrien finben toirb, bie bisl^er meines SBiffenS gefel^It l^at. 9Jlan 
]^at in le^ter 3^it Don ntd^t-euflibifd^en unb anberen ©eometrien Diel 
gefprod^en, babei aber bie le^te @tru{tur beS SiaumeS immer in einem 
ober l^öd^ftenS in gtoei Derfd&iebenen 99ebeutungen in 99etrad^t ge- 
jogen. 6ine f^pematifd&e Unterfud^ung ber Slaumformen in biejer 
festeren ^inftdgt l^at aber bisl^er gefel^lt, unb biefe em))finblid^e SfldEe 
in ber aKgemeinen ©eometrie aui^jufüllen, i{l aud^ eine ber Slufgaben 
biefer Slbl^anblung. 

3d6 fage abfid^tlidö: eine ber 2luf gaben biefer Slbl^anblung, 
2)enn fo toi^tig biefe Unterfud^ung an unb für ftd^ aud^ i{t, fo l^at 
fie bod^, preng genommen, nur einen Doriftufigen SQBert, benn fd&Iie6= 
Iid& muffen toir unS für eine ber formell möglid^en Sftaumformen unb 
©eometrien aU bie logifd^ nottoenbige entfdöeiben. SDa§ biefe 6nl= 
fdfeeibung im ©inne ber neuen ^eometrie ausfallen toirb, baran l^ege 
td& leinen Stoeifel, unb bie gegcntofirtige Slbl^anblung tp, tote oben be= 
merlt, aud& al8 ein toid^tiger Seitrag in biefer 0ltd&tung jU betrad&ten. 

Dr. Branfelair ^lelrxrnfeirit^* 
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(Binltümta 1 

9lIIgemetne ItufgaBe bec ^Ibl^anblung. S)te etfte ]ptiuUt Slufgabe: %uf« 
Teilung aUtt formen mSgU^en unb bec i)))n{d^en Slaumformen. S)te 
Stoetie \ptiUtit Vufgabe: KuffleQung bet beiben i^^ifd^en Geometrien ober 
bte formelle dhioetierttng bed 3nflnitiSmuS. S)te briite f^^esteüe Aufgabe: 
SHe iranSftmten Sal^Ien unb baS fonfefuitoe S)i6fretum ober bte logif^e 
SBegrünbung beS gimiiSmuS. S){e bterte {))e)ielle lufgabe: S)aS ftonti« 
nuumproblem, 

nufffienmtjgi aa:er X^onmtU mSglüt^n Mmxmt^cncmtn ....... 4 

über ben begriff ber formellen im Unterfd^ieb bon bemjenigen ber logifd^en 
ailbgli^feti. (S£tften)art unb ftuSbel^nungSari bed 9laumeS als ber inl^ali« 
lid^e unb ber formale (S(eftdit§|)unlt aur Slufftellung ber berfd^iebenen IRaum« 
formen. @ie ergeben im ganjen t)ier fol^e \pti\tUt (8efidiiS))unfte. fftaum» 
formen nad^ bem (Seftdjits^unüe ber {Realität. IRaumformen nadji bem (&f 
fiditS|)un!te ber Xeilung in ^nfte. 9taumformen nad^ bem (8eft4tS)>unf te 
ber Sequeng ber $un!te. tüaumformen nad^ bem ®e{tditg))un!te ber 3al§l 
ber $unlte. S)ie biSl^erige SRatbematif unb biefe ®eftd^tS))unIte. l^erl^filt' 
niS biefer berfd^iebenen (S^efid^tS^unlte suetnonber* ®er begriff beS fon« 
feluttt)en (bidireten) fftaumts tni^&lt feine formett logifd^en SBiberf^^rüd^e. 
Tabelle ber SBerl^ftltniffe ber berfdjiiebenen ®e{iditS|)ttnIte aueinanber. ^e 
ad^t formen möglid^en ^aumformen, bte l^ierauS folgen, ^ie bier 
t))))ifdien SRaumformen, auf bie ftd^ biefe ad^t auf bem formellen ©tanb- 
fünfte ber SRatl^emati! gurfidEfül^ren. 

mtMXtftB Sfruftfur im^ tmtvä^litftsn 3i^vtbxm^ . . . .'18 

S)er Unterfd^ieb im 3nl§alt8reid^tum an geometrifd^en gfiguren )ttnfd^en bem 
unenblid^en j^ontinuum unb bem enblid^en fonfefutiben ^isfretum. Sie 
gtoet t))))i{d6en (S^eometrien, bie barauS 'folgen. Ütadjiioeis, bag bie fonti« 
nuierlid^e (Geometrie für baS tn!onfe!utit)e unenblid^e Sisfretum unein- 
gefd^rönlt gUt. S)er ))rin)t|)ielle Unterfd^ieb 3tt)ifd^en ben beiben @eo« 
metrien. Ütad^toeiS, bag bie fonttnuierlid^e Geometrie für ba§ fonfefutibe 
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unenbltd^e ^tSltetum :pnn3t^ten ntd^t gelten !ann. 9la4toet§, bag bte 
bislceie (S^eometrie für alle gfotmen betfelBen tinetngefd^tanit gilt. 

^fe frattjipttiten Jaftlcn nntn lia« It^ttfrftultirje Steltrj^ium . . 31 

2)ie hansftniten 3(t(lcnle^ceit J(antor§ unb SBetonefeS. (Stunbgüge ber tran§* 
ftniten S^t^^^n^^li^^ ftantocS. Untetfd^iebe guifd^en ber atttl^meitfdien tool^I« 
georbneten Sllenge 1, 2, 3; /. . . v, . . • . ü> unb ber enifpred^enbeu 
geometrifd^en (fonfelutiben) lool^Igeorbneten $unümenge (u> + 1). ^ie 
aus biefen Unierfd^ieben ftd^ ergebenben 64tt)tertg!etten, bte iranSfimte 
3al§l ü> Kantors auf bte Ion{e!uitt)e ^unfintenge ansuioenben. S)te 
erfte ^ntioort auf bie grage, mlä^t Orbinalsal^l htm bem ü>s!ßunlie in 
ber geometrifd^en $unftmenge (ü> + 1) unmittelbar DorauSgel^enben $un!te 
ent{))rid^t, unb bte Unm5gUd^iett berfelben. ^e jtoeite ^ntioort auf biefe 
Sfrage unb bereu UnmSglid^Ieit. ^e britte ^nttoort, bie bie eine ®runb« 
borauSfe^ung ber tranSftniten S^^^I^nlel^re i^antorS, ü> — 1 f ei = ui (ref)). 
{ein ®lei(!{|:^eit§!riterium), :prei§gibt, unb bte UnntögUd^feit berfelben. 
9lad^tt)ei§, bag fid^ aud^ bie tranSftnite 3<^|Isntel^te l^eronefeS, toeld^e bit 
beiben (SrunbborauSfe^ungen i^antorS (bte gal^t co unb ba§ ©leid^l^eitsfri« 
terium ber einbeutigen Si^otbnung) )>rei§gtbt, auf bie lonfelutibe un« 
enbltd^e $unftmenge nid^t antoenben lägt. 

fflaäftodS, bag ber le^te Urf|)rung aU biefer 3Biberf|)rüd^e in ber logifd^en 
Unmöglid^feit beS SBeßel^enS ber tranSfiniten S^l^I »> J^antorS in beut fon« 
fe{utit)en 2)t§!retum liegt, ^er barauS folgenbe Sfunbamentalfa^; bag 
iebe aus !on{e!utiben fünften beßel^enbe $unltntenge, bie einen erften unb 
einen legten $unft l^at, notloenbigerloeife enblidji fein mug* 2)ie brei 
Sdfungen, bie fidji auf ben SBiberftreit ber aritl^ntetifd^en mol^tgeorbneten 
Sllenge 1, 2, 3, 4, .... v, .... (d unb ber ent{|)redienben geometrifd^en 
tool^Igeorbneten ^ßunftmenge bejiel^en. S)ie erfte S5iung, »eld^e in ber 
erften bie S^n^^ ^ unb in ber gleiten ben $unft (w) beftreitet unb beibe 
für unbeflimmt enblid^ erftftrt. ^ie atoeite Sbfung, toeld^e entioeber bie 
Sal^l ü> in ber erften U^aviptti, ben wfßunft in ber ameiten bagegen be* 
ftreitet ober biefe beiben gteid^ermagen beftreitet, bie beiben Mengen aber 
für altuen unenbHd^ erflftrt. S)ie britte Söfung, meldte bie logifd^e 9R5g' 
lidjifeit beS !onfetutit)en S)iSlretumS überl^aupt beftreitet. 

^lad^toeiS, bag biefe le^tere Sbfung ben Unenblid^feitSbertreter nur 
fd^etnbar ton ben 6ditoierig!eiten beS Unenblid^feitSbegtip befreit, Un> 
nt5glid^!ett ber unenblid^ üeinen StredEe im IRaume, toenn bie unenblid^ 
groge ®erabe erfter Orbnung mit bem <^b))unfte im Unenblid^en nidjit 
gugelaffen toirb. 9lad^toeiS biefer Unmöglid^Ieit im fonfelutiten 2)iS!re* 
tum. !Rad^tt)eiS berfelben im infonfefutioen S)iSlretum. 9lad^toeiS ber 92ot« 
»enbigfeit ber unenblidj Heinen ©trede im infonfefutiöen S)iSlretum, 
loenn in bemfelben unenblid^ groge (Seraben l^öl^erer Orbnung augetaffen 
toerben. Übertragung berfelben @d^lugfolgerungen auf baS j^ontinuum. 
Übergang aum nftd^ften ^bfd^nitt. 
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gfotmulierung M StonünunmpxoUtm^. (S^runbaflge ber Staniox\^m Seigre 
ton ben ttanSftmten aRfi^iififettm. SBefHmmund beS Segtip beS Sol^len« 
foniinuumS. ^ftd^tigfeii bet (Sefamtl^eit ber raitonaleit 3<i(Ien. 9R5(!{|tigIeit 
beS 3<tlftl(nIontinuuntS. 9^ad^aei6, ba^ So^^' unb Staumfoniinuum nid^i 
einbeutig einanbet tni]pxt^tn. SBe^mmung ber SRad^tigleit beS fftaum» 
fonünuutns ober bie Söfung beS Problems beS S^autnlontittuumS. 93erl§ftlt« 
m§ ber ^Rfti^tigf eii beS unenblid^en S)iS!retum§ au ben t^|)tf4en (S^eometrien. 



(BMtitmtj^. 



3n ber Dorltegenben Slbl^anbliuig ßelle td& mir gut Slufgabe, baS 
SBerl^dltniS ber t^pifdgen ©eometrten gum Unenblid^en tnögltd^fl DoQ« 
flinbig gu befitmmen. 3)tefe Aufgabe fdglie^t etnerfeitiS bte 93efltm» 
tnung ber t^))tf$en Staumformen unb anbererfeit^ bte Unterfudlung 
beS S^erl^dltniffeS beS UnenbUdgen gu biefen legieren in ftdg. S)ie 
erftere Don biefen beiben Unterfu^ungen fe^t U)ieber bie SSeftimmung 
Quer formell mfigli^en Staumformen über]§au))t Doraud unb bie le^tere 
ffll^rt gu ber Unterfud^ung ber loid^tigen f^rage nod^ ber fogenannten 
3Jli$tigIeit beiS JtontinuumS. Unb fo gliebert ftd^ alfo bie allgemeine 
Aufgabe biefer unferer älBl^anblung in Dier fpegieHe Slufgaben, bie 
U)ir bemgemd^ in ben t)ier ^bfd^nitten, in bie loir unfere Slblganblung 
teilen, bel^anbeln loerben. 

3n bem erfien ^bfdgnitte berfelben loerben loir alfo gunid^f} aQe 
bie formell mögUd^en Staumformen beftimmen, um bann t)on ilgnen 
biejenigen auSgufd^eiben, bie Don befonberer 93ebeutung ftnb. 

3n bem gloeiten Slbfd^nitte loerben loir bann Don biefen legieren 
loeiter bieienigen auSfd&eiben, bie Don t5))ifd^er Sebeutung ftnb, in» 
bem loir bie fflr biefe t^fifd^en Staumformen geltenben t^))ifd^en 
®eomelrien auffielen unb ben ®eltung8bereid& ber le^teren in begug 
auf bie erfleren fefifteQen loerben. S)a8 loid^tigfle Stefultat biefer 
Unterfud^ung loirb in bem 9tad6ioeiiS befleißen, bag bie für baS enb» 
Kd^e !onfe!utiDe 3)is!retum geltenbe bis!rete ®eometrte, bereu ©runb» 
))ringt))ien id^ in meinem meta))]^^ftd^:'mat^ematifd&en SBerle aud- 
fill^rUd^ bargelegt l^abe,^ unb bie neben ber geltenben !ontinuierIid^en 
®eometrie aU t^fifd^ gu betradgten ift, fid^ ol^ne @infd^r&n!ung 

^ •^in3U)ien ber 9yieta|)]^^flf, I. fBanh, 1. SlbteUung, Hagemeine Onto- 
logie unb bie formalen Kategorien. SOltt einem Hnl^ang: (demente ber neuen 
Geometrie unb brei Safein mit 56 geometrifd^en gfiauren. ^eibelberg, (S^arl 
aOßinter, 1904/ 

^etT0tt{ebic8,<^{e ti9))if(l§en Geometnen. 1 



2 (Etniettnng. 

auf einen Ionfe!uttoen, aujS unenblic^ Dielen fünften befiel^enben 
bielteten Staunt ftbertragen ligt n)äl^renb tDteberum für bas xn- 
!on|e!tttiDe unenbltd^e 2)i8!Tetum bie !ontinuierU$e ®eometrie (bie 
©eomettte beS ßontinuumS) {t$ als uneinaefdgrinÜ geltenb erlDeifl. 
S)UT$ bie ttberiraguna ber bisfreten ©eomettie Dom enblidgen auf 
baS unenblid^e !onfe!uiiDe S)iiS{retum erweitern loir baS ©eltungS- 
gebiet beS 3nfinitiSniu8, ber {t$ biiSl^er mit ber !ontinuierIi$en unb 
ber inIonfe!utiD*biSlreten JRaumform ibentifijiert l^atte, erl^eBlid^, in* 
bem iDir i^n mit ber neuen ©eometrte, bie il^n im ^rinji)) aufju- 
lieben f$ien, Derföl^nen n)oIIen. 

3m britten Slbfd^nitte tooDten tt)ir bann, iDaS baS Stefultat unb 
bie ftillf(j^n)eigenbe SSorauSfe^ung beS gtoeiten iDar, bie 3Jl5gIid^Ieit 
ber @rtt)eiterung beS 3nfinitiSmu8 im ©inne ber Slntoenbung beSfelben 
auf bie !on|e!utiDe Staumform, audg Dom @tanb))un{te ber ftrengen 
Sogi! aus unterfudgen. Unb als Siefultat bie)er Unterfud^ung ergab fidg 
uns baS gerabe ©egenteil beffen, toaS loir] urf))rttnglid6 tooHten: @tatt 
bie äJlöglidgleit ber 9lntt)enbung beS SttfinitiSmuS auf bie neue Staum- 
form, Don ben allgemeinen logifd^en Orflnben gegen ben UnenblidJ* 
!eitsbegriff abgefel^en, nad^jumeifen, toaren loir balb genötigt einju^ 
feigen, bag biefe Slntoenbung unburd^fül^rbar i{l unb ba^ in biefer 
Unburd^fül^rbarfeit ein neuer 93e)oeiS ber allgemeinen SBal^rl^eit beS 
SfinitiSmuB ju erBUdCen iji. Unb fo pel^t biefer britte 9lBfd6nitt unferer 
^bl^anblung, loas ben allgemeinen @tanb))un!t unb bie [Hefultate ber» 
felben anbetrifft, im ®egenfa§ ju ben Beiben erfien unb bem folgenben 
legten: SBftl^renb loir uns in biefen breien auf ben @tanbl)unlt ber 
formellen logifd^en SJlöglid^Ieit {teilen unb bie ^nloenbbarleit beS 
3nfinitiSmuS auf bie fonfefutiDe SRaumform, bereu formelle SD'lögIid&- 
!eit, toie in bem erften ^bfd^nitte auSgeffll^rt toirb, nid^t in Slbrebe ge- 
ftellt loerben !ann, fid^ als 9tefultat biefeS*@tanbpun!teS ergibt, fteQen 
loir uns in biefem britten 3lbfd&nitte auf ben @tanb))un!t ber reetten 
logifd^en 9)löglid6!eit (aber ben Unterfd^ieb biefeS @tanb))un!ts Don 
bem Dorigen Dergl. man ben Eingang beS erfien SIbfdgnitteS) unb als 
9tefultat ergibt ftdg bie logifd^e Unmöglid^Ieit beS 3nfinitiSmuS. S)iefer 
britte Slbfd^nitt bietet fo eine neue logifdge 99egr&nbung l)eS g^inttis- 
muS, bie Don berjenigen in meinem oben ertt)i]&nten SBer!e gegebenen 
barin abtt)eid&t, ba^, lo&l^renb bort aus ber Ariti! beS abftralten Un- 
enblid6!eitsbegriff8 auf bie logifd&e SDlbglid^Ieit ber lonfelutiDen bis- 
Ireten Siaumform gefd^Ioffen lourbe, l^ier umgelel^rt Don ber logifd^en 
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SRögltd^Mt btefer leiteten ausgegangen nnb barauS auf bie Unntög- 
(td&!ett be8 3nftnttti$muS gefdgloffen U)trb. S)ie§ toirb fo auSgefül^rt, 
bag ausfül^rlidg bie 3lnU)enbung ber tranSftntten Sal^Ienlel^re @am 
torS unb SSeronefeS (tngbefonbere ber erfieren) auf baS !onfe{uti))e 
S)iSh:etum unter|u(j^t unb bann bie legten Iogifd|en ©rttnbe aufge- 
jeigt toerben, bie bie Unmögli(ä&feit biefer Slntoenbung l^erbeifül^ren. 
9[m iSnbe biefeS brüten Slbfd^nitteS toerben bann nod^ fel^r loid^tige 
Aonfequengen in bejug auf bie Unenblidgfeit ber SluiSbelgnung nadg 
oben unb unten bei ben übrigen [Haumformen gegogen, bie ft$ auS 
ber Dorl^ergel^enben ßritil beS Unenblid&feitSbegriffg ergeben, felbft 
iDenn bie gange ©runblage biefer Aritü, baS !onfe!utiDe SlaumbiiSs 
fretum, als logifcfe unmöglid^ öertoorfen toirb. 

3m: Dierten Slbf^nitte fd&lie6li(i& unterfuc^en toir, inbem toir uns 
toieberum gang auf ben formellen @tanb))un!t ber beiben erfien ©tanb« 
punfte flellen, bie grage ber fogenannten SJiad&tigleit beS ßontinuumS. 
SBBftl^renb nun bie brei erften 3lbfd&nitte unferer Slbl^anbfung bie f^fte« 
matifdge S)ar{!eIIung ber entft)te$enben Probleme erftreben, Igabe xä^ 
mid6 in biefem legten Slbfdgnitte nur auf baS 9lotloenbigfte befd^r&nÜ, 
inbem id& nur barauf l^intoeifen »ottte, »ie fid6 baS Äontinuumt)ro- 
blem ge{}a(tet, loenn bie Iogif(J^e SJlöglidgfeit ber !onfe!utit)en Staum- 
form gugelaffen »irb. ?Ks Sftefultat biefer SBemerfungen ergibt fid6, 
bag baS Problem beS geometrifd^en ßontinuumS Don bemienigen beS 
aritl^metifdgen AontinuumS gu trennen ift unb ba% fid^ baS erftere 
5ßrobIem bann leid&t löfen laftt, toftl^renb baS gtt)eite nad6 toie Dor 
ungelöft bleibt. 



!• 
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Unter betn formett 3JlfigIid&en Derfiel^e id^ l^iet (unb in bem Saufe 
ber Slbl^anblung überl^aupt) baSienige, idqS gettfil^nlid^ (unbered^tigtet» 
tt)etfe) aü logifdg mSgUdg begeid^net tottb, b. ]§. aQeS baSjlemge ifi 
formell mbQliäi, beffen allgemeine Sigenfdgaften in feinem unmittelbaren 
Sßiberfpruii^e mit feiner S)eftnition als fold^er ftel^en. S)agegen ifi 
bei mir nur basfenige in flrengem @inne aU logifd^ mSglidg gu be« 
geid^nen, loaS aud^ reeQ m5gttd^ ift, b. 1^. beffen ßigenfd^aften nic^t 
nur Sigenfd^aften eines in äBorten beftnierten ®ebanIentt)efenS, fonbern 
audg Sigenfd^aften eines in ber äBirllid^feit befiel^enben (ref)). befleißen 
Idnnenben) realen äBefenS finb. (Ss l^iege aber ftd^ in ben Streit 
Aber baS SSerl^dltniS ber Sogil gur 9)leta))]^^rt! tt\p. beS S)en!enS gur 
äBirIlid6!eit einlaffen, looQten toir l^ier bie 93eredbtigung biefeS Unter= 
fc^iebS n&l^er nad^roeifen. 3d^ eriDdl^ne benfelben nur, um ben @tanb- 
pnnft, auf ben id^ mid^ in biefem ^bfd^nitt ber Slbl^anbtung fteQe, 
gegen benienigen abjugrengen, ben id& in bem britten ^bfd^nitt ein« 
nehmen toerbe unb ben id^ in meinem oben ertt)&]§nten metapl^^fifd^« 
matl^ematifd^en 3Ber!e eingenommen l^abe. ^ier in biefem ^bfd^nitte 
aber toiK id^ aQe bie Staumformen, bie fidg, formell genommen — 
formell in bem eben erltftrten Sinne — beulen laffen, feftftetten, ol&ne 
mid^ in bie f^rage nad^ il^rer reellen (refp. logifd^en) SRbg(id^!ett ein« 
gulaffen, bie bann aber in bem britten Slbfd^nitte nur Don einer be- 
fonberen Seite beleud^tet merben loirb, ba baS übrige in bem oben 
ertt)&]^nten 3Ber!e fd^on auSgeffll^rt tourbe. 

Sßenn loir uns nun nad& ben ®efid^tS))unIten umfel^en, benen 
gemft^ biefe ^(uffteQung ber formeQ mögtid^en 9taumformen gu er= 
folgen l^at, fo i{t leidet eingufel^en, bag biefe ®efid&tS))un!te nur bie 
testen, aufeinanber nid^t guradffll^rbaren (Sigenfd^aften beS 9taumeS 
betreffen !önnen, mögen biefe mel^r formater ober mel^r inl^alttid^er 
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Statur fein. 2)ie formale Seite beS StaumeS U^e^t unb lann nur 
in feiner Ssiftenjart liegen; bie inl^altlid^e Seite beSfelben begiel^t ftdg 
aber auf bie Srt unb SBeife feiner ^udbel^nung, b. 1^. barauf, loie 
befd^affen unb in toad fflr einem ä^erl^&ltnig feine SluSbel^nungSteile 
jueinanber ßel^en. 3n biefer festeren ^infid^t befleißen enttteber in 
bem Staume !eine einfa^en Steile, ober es ftnb fold^e einfail^en Zeile, 
bie 9taum))un!te, barin ate beffen le^te 93eftanbteile Dorl^anben. 3m 
erflen Of<tQ^ toerben bie einfad^en fünfte in bem Staume blog gebadet, 
b. 1^. fie ftnb bartn in rein fütiDer SBeife Dorl^anben, im atoeiten Stalle 
bilben fie bagegen bie legten tt)ir!lid^en 93efianbteile beSfelben. £>b 
filtit) ober toirllid^ t)or]^anben, in jjebem O^Qe l^aben bie einfad^en 
$un!te im Staume geioiffe grunblegenbe ä^erl^ältniffe, nad^ benen fid^ 
berfelbe in Derfd^iebene ©runbformen \palUt Snttt)eber ftnb bie ein- 
fad^en $un!te, au8 benen ber 9taum befielet, alle Don einer unb ber» 
felben ^rt, ober eS finb gttei Wirten Don folil^en 9laum))un!ten Dor« 
Rauben: im erften SfaKe ift gioifil^en jtoei $un!ten ßets ein britter 
$un!t Don berfelben %xt Dorl^anben, im 3tt)eiten fiaUt bagegen l^aben 
tt)ir fd^lieglid^ gioifd&en gioeien fünften einer unb berfelben 9lrt einen 
basiDtfd&enliegenben $unlt Don anberer $lrt. Unb fil^lie^lid^ lann bie 
Slnjal^l ber $un!te im Flaume als eine unenblid^e ober als eine enb« 
lidge gebadet loerben. S)emgem&B tft eS leidet eingufel^en, bag bie 
folgenben Dier ©efid^tspunlte in erfd^ö))fenber Seife alle bie flberl^au))t 
ben!baren Slaumformen befiimmen: 

1. 9lad^ bem ©efid^tspunlte ber 9lealit&t ifl ein 9taum ent- 
tt)eber leer ober reell. Seer ift ber Staum, tt)enn er ein befonbereS 
äBefen neben bem reellen SeinSinl^alt bebeutet (mag man ftdg ben» 
felben als ben obj[e!tiDen abfoluten 9taum neben ber realen 3Jlaterie 
im Sinne StetotonS ober als eine Slnfd&auung ä priori neben bem 
reeDen 6m))ftnbungSmaterial im Sinne AantS ben!en^). Steell ift ber 
dianm, toenn er mit bem realen SeinSinl^alt jufammenfftllt, b. 1^. 
menn bie SluSbel^nung bie SSefil^affenl^eit biefeS realen SeinSinl^altS 
felbfi ifl (SlriftoteleS, 2)eS!arteS, meine ajleta))]^9ftl' ztX 

2. 9lad^ bem ®eftd^tS))un!te ber Teilung {in fünfte als koirt 
lidge ober fiftiDe Staumbeftanbteile) ift ein 9laum enttoeber lontinuier' 
lid^ ober bis!ret. Aontinuierlid^ l^eigt ein Staum, beffen (auSges^ 

^ äl^er bie teelle Unmdglid^feit eines fold^en fRaumeS Dergl. man meine 
,^n^\p\m bet Tkttapf^r^^l w. . . /, 6. 168—171. 
» Ib. @. X71. 
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bel^nte) Steile aÜueQ gar ntd^t Donemanber getrennt ftnb, bet alfo 
au§ tt)tr!(td^ geteilten Steilen (in legtet Snjiang einfallen fünften) 
ntd^t befielet (fo toirb bet ytanm t)on 9lett)ton unb Don bet über« 
toiegenben Jülel^rgalöl ber SJertreter ber geltenbcn ©eometrte — in 
neuefier Seit befonber« t)on SJeronefe — aufgefafet).^ ffiiSfret l^cifet 
ein 9tQum, beffen (auSgebel^nte) Steile n)irIU$ t)oneinQnber getrennt 
finb, ber atfo auS h)ir!H(i^en Seilen unb in legtet Snjiang aus ein- 
fa^en (unouSgebel^nten) unteilbaren $un!ten Befielet (SBoIjano, Santor, 
meine STletapl^^ftl unb t)iele l^eutigen SSertreter ber gettenben ©eometrie).^ 

S. 92a$ bem ®efi$t8))un!te ber @equena ber einfa^en fünfte 
ift ein Staunt enttoeber in!onfe!utiD ober !onfe!utit). 3n!onfeIu- 
tit) l^eigt ein 9taum, in bem jmif^en gmei $un!ten ftets ein britter 
$unlt t)on berfelben Slrt ba}n)ifd^entiegt (fo ift ber iontinuiertid^e 
9taum ber gettenben ©eometrie unb ber bid!rete 93otgano8 unb @4m 
tor$ in!onfe!utit)). Aonfe!utit) l^ei^t bagegen ein 9laum, in bem in 
le^ter ^nftanj jtoifd&en gtoei fünften !ein britter $unlt mel^r t)on 
berfelben %rt bajtoiffi^entiegt (ber bishrete Staum meiner ©eometrte 
ifl ein fotd^er 9taum, benn in bemfetben ttegt gtoifd^en itoti reeQen 
3JlitteI))un!ten, bie ftd^ miteinanber unmitelbar berül^ren, !ein fold^er 
mel^r bajtoiftigen, ba ber bajtoiffigenttegenbe $un!t nid^t mel^r reell, 
fonbern irreeff ifi). 

4« 9lad^ bem ®efid6t8))un!te ber S^^t (ber etnfad&en $un!te) ift 
ein Staum entloeber unenblid^ ober enbli(ig. Unenblid^ l^eigt ein 
Staum, in bem eine unenbli^e, enbli(ig, in bem eine enbUd^e Slngal^I 
t)on fünften befielet (fo ift ber 9taum ber gettenben ©eometrie un« 
enbttd^, berjenige unferer neuen enbttdg). 

93on biefen Dier ®efid^tS))un!ten, benen gem&B bie Sluffud&ung 
aKer fiber]^au))t ben!baren Slaumformen gu erfolgen l^at, l^at bie bis- 

1 äl^et bie logifd^e refp. teette Unmögli^feit eines folgen SlaumeS ib. 
6. 231-244. 

> ®S ift fel^t toid^ttg, ben Unterf^teb gtotf^en ben auSgebelftnten Steilen 
beS 9taume8 unb beffen unauSgebel^nten S^eUen, ben einfad^en fünften, su 
malten, benn nur auf (Brunb biefeS Unterf^iebS laffen fi^ bie beiben folgenben 
®eftd^t8))un!te (®eft$tst)un!t 8 unb 4) tt)iberft)ru$8(od auffielen, ba fte nur in 
begug auf bie einfa^en Ztüt, nid^t aber in bejug auf bie auSgebel^nten, gelten. 
^tnn au$ in einem in begug auf bie $un!te infonfehttiten fRaume ftnb bie 
auSgebel^nten %t\U (a« f8* bie 2!eil{lreden einer ganzen ©tredfe) in le^ter 3n» 
ftana !onfe!utit) unb ebenfo !ann in einem 9taume bie 3<^I ^^r auSgebel^nten 
Xeile (na^ oben) enbli^ fein« toäl^renb bie ^nja^I ber fünfte babei unenbli^ ift. 
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l^ertge SAatl^ematt! nur ben gleiten, unb 2tt)ar etji in ber legten 3^it, 
t)ott berü(fjt(i^tigt, toäl^tenb fte in bem britten unb t)ietten 6i8 ie^t 
nur bie 3Jler!maIe ber 3n!onfe!ution unb ber Unenbli$!ett Berfid- 
ftd^ttgt, bagegen bie entgegengefe^ten 3Jler!maIe ber Jtonfe!ution unb 
ber @nbli$lett gang au^er Q$t gelaffen unb in bem erften faft auS- 
f$KeBU$ bas 3Jler!maI ber Seerl^eit in SBetrad^t gegogen. 2)er le^te 
©runb biefeS 9li(l&tbera(ffi$ttgenS fo funbamentaler 9Jler!maIe liegt 
in ber 9li(i^t(erü(fft(f|tigung beS bem le^tertoäl^nten entgegengefe^ten 
3ner!mate ber Sleatitöt« 2)enn menn einmal bie äJldglid^feit beS 
reellen SlaumeS in 93etrQ$t gegogen voxxh, bann lägt ft$ ba$ 3!Htxh 
mal ber !Dis!retion t)on bem teeren auf ben reeQen ätaum flBertragen, 
bann aber l^inbert nid^ts, bie reeQen $nn!te ft$ aU !onfe!utit)e gu 
ben!en (toaS in bem teeren 9laume tt)egen ber Seerl^eit ber ^untte un« 
mSgtid^ gu fein fd&eint, ba bann ber gtoif^en gioei fot^en fünften 
tiegenbe ^unlt tpteberum teer gu fein fd^eint, toAl^renb bei bem reeQen 
9laume bie Betben Ionfe!utit)en $un!te einerfeits unb ber fte trennenbe 
„teere'' $un!t anbererfeitiS ol^ne meiterS gtoei t)erf(i^iebene fünften- 
arten barfteQen), in toetd^em O^aQe bann audg bie 3n5gti(i^!eit ber enb= 
tid^en ^ngal^t ber 9laum))un!te teidgt eingefel^en iDirb. 

2)aB man aber baS 3Jler!mat ber 9fteatitftt in ber reinen SDlatl^e- 
matit nidgt berüdEfidgtigen teilt, tiegt nur an einem 9Jligt)erf!&nbni8 
il^rer formaten 9latur. äJlan gtaubt nömtid^, burd^ bie SSerücEfid^ti' 
gung beiS reelten SlaumeS gugteid^ ben fortpaten 93oben ber reinen 
SDlatl^ematit t)ertaffen unb fid^ auf ben 93oben ber matl^ematifdgen 
3}leta))]^^ft! gefteOt gu l^aben. 2)ie8 ift aber ein Irrtum. 2)enn bie 
reine SD^atl^ematil !ann nid^t Don ber altgemeinen Steatit&tSfrage beS 
StaumeS (ber O^rage, ob ber Staum ein befonbereS ^^teereS" SBefen 
neben bem reelten il^n erffiltenben @ein8in^atte barfteUt, ober mit 
biefem te^teren — ats beffen btoge formate DrbnungSform — gu« 
fammenföltt) in bem Sinne abflral&ieren, bafe fie fiber^au))t leine ^n« 
nal^me über bejfen äleatitfttSart mad^t, fonbern nur in bem ©inne, 
ba% fie fid^ in bie S)is!uffion ber O^rage nad^ ber 93ered^tigung einer 
Don il^r DorauSgefe^ten 9leatitdt8art ntd^t eintägt. 3ft bem aber fo, 
bann iji eS in!onfequent, in ber reinen SKatbematif nur ben teeren 
9taum at$ formeQe togifd^e SJlögtid^feit gu berfldftd^tigen, tt)eit baS 
eben l^eigt, nur ein fotd^er 9ftaum fei au(!^ in ber 3BirItid^!eit ben!« 
bar, man fieltt fid^ atfo nur befto entfd^iebener auf ben 93oben ber 
matl^ematifd^en (unb gtoar einer befiimmten matl&ematifd&cn) SKeta« 
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pW^f V ^^^^ inan nur ben (eeren Staunt aU logtfdge äJlfiglid^ieit 
betont. ^SdgftenS lönnte man in ber reinen ÜRatl^emati! Don ber 
Sleatttätsfrage be§ StaumeS nodg in bem @inne abftral^ieren, ba§ ntan 
!etne beflimmte ^nnal^me in biefer ^tnftd^t fibet ben Ütaunt mai^t, 
nur barf man bann, tote gefagt, nid^t auS ben $(ugen Verlieren, 
ba^, fobalb ber 9laum aU befte^enb gebadet loerben foQ, berfelbe 
enttoeber aU reeU ober aU leer gu beulen ifi, benn bebenit man bieS 
ntd^t, bann !ann man leidet gu bem falf(!^en @d&rttt t)erleitet merben, 
bte bloge Slbftraltton ber rein geometrifdgen Seite beS StaumeS gu 
einer befonberen 9teaUtäteart beS 9ftaume$ gu mad^en, in h)eld^em f^aOe 
man bann gletdgfam gu einer „teeren'' Staumform gtoeiter $oteng ge*' 
langen toürbe (in SBal^rl^eit ift aud^ bie .^leere" Staumform erfter 
$oteng in erßer 9teil^e auf Al^nlid^e ^xt unb SBeife auSi ber reeQen 
entftanben). S)er Don uns in biefem Slbfd^nitte eingenommene Stanb- 
pun!t ift bemnad^ eingig unb attein al8 ber loal^re formelle @tanb» 
pnnit ber reinen JDlatl^ematil gu begeidgnen, unb loir gelten nunmel^r 
bagu über, aus ben obigen t)ier ®eftd^tspun!ten alle bie fiber]^au))t, 
b. J). aQe bie formell benibaren Staumformen gu bebugieren. 

Um nad^ biefen t)ter (Befid^tSpunften aDe bie über]^au))t benibaren 
9laumformen gu bejiimmen, ift eS offenbar gUnäd^ft notttenbig feßgu» 
fteQen, in voa9 für a3er]^&Itniffen bie in biefen ®eftd^tspun!ten ent» 
l^altenen 9laum))r&bi!ate gueinanber ftel^en, xt^p. toAiit Don il^nen fidg 
als ^rftbüate eines unb beSfelben SlaumeS ben!en laffen unb meldte 
nid^t. 2)ie äteil^enfolge, in ber bteS gu gefdgel^en l^at, ergibt {td^ un^ 
mittelbar aus ber Sleil^enfolge jener Dier ®efid&tS))un!te. 

S)a6 ein Jftaum, ber leer ifl, fontinuierlidö fein lann, iji ol^ne 
weiteres Har, ba ja feit jel^er bem leeren 9laume bie (Sigenfd&aft ber 
ftrengen Kontinuität beigelegt toorben ift. Unb ebenfo ift eS Kar, 
bag fid^ ein reeller Staum als !ontinuierIid&er 9ftaum ben!en Ift^t. 
®aB fid^ berfetbe aber aud^ als bis!reter 9laum ben!en Ift^t, mug man 
ebenfo gugeben, f obalb man einen fotd^en 9laum flberl^aupt als ben!bar 
gut&^t. S)enn ber einfädle reelle $un!t, als ber te^te SSeftanbteil 
eines fold^en StaumeS, ift offenbar matl^ematifd^ gang tool^I ben!bar, 
ba er ja nur baS reale Aorrelatum ber einfadgen aritl^metifd^en (Sin« 
l^eit barfteKt, bereu S)enlbar!eit niemanb in ^brebe loirb fiellen 
!bnnen.^ Sagt fid^ nun ber reelle Staum bis!ret ben!en, fo fielet nid^tS 



»öl barübcr „^xiniipitn ber SWeto^l^^fi! k/, 6. 208 im Sufammen- 
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im Sßege, jt$ audg ben leeren füanm aU einen bisfreten ju ben!en, 
benn ber leere einfädle $un!t eines fold&en StaunteS ifl aus bemfelben 
@runbe ben!bar, aus bem eS ber reeDe einfädle 9laum))unlt x% 

S)aB ber leere dianm, ttenn er als lonttnuiertid^er gebadet ttirb, 
gugteid^ infonfe!utit) ift, folgt ol^ne toettereS barauS, bag Aonfe!utton 
notmenbigerioetfe getrennte Seile t)orau§fe^t, ein !ontinuterIid^er dianm 
bemnad^ nicl^t fonfelutiö fein fönne, olfo infonfe!utit) fein ntüffe, unb 
es ift leidet eingufel^en, bag baSfelbe aud^ für ben reeOen Slaum gilt, 
toenn er als fontinuierli^er gebadet toirb. ©afe ber leere 9laum 
aber, »enn er als bts!reter gebad&t toirb, fotool^l lonfelutiD als in» 
fonfelutit) fein !ann, Iftfet fid& nid^t auf ben erpen JBltdt einfel^en. 
3)enn auf ben erften SlidE fd&eint eS, bafe berfelbe nur in!onfefutit) 
fein fönne, ba ber gioifd&en jtoei fonfefutit) DorauSgefe^ten leeren 
fünften nottoenbigeriDeife Itegenbe 3tt)ifd6enpunlt loteberunt nur leer 
fein 3U !5nnen fd^eint unb bemnadg gtoifdgen il^m unb ben beiben 
erflen ^ßunlten toieberum leere Stoifd&enpunite liegen muffen uf». 
in infinitum, fo ba§ ber leere bisirete 9faum nur als in!onfe!utit)er 
gebadet loerben gu !önnen fd&eint. S)em ift aber nid^t fo. SDenn 
ber imi leere ^untte beS leeren !onfe{utit)en 9laumeS trennenbe 
3n)if4en})unlt ifl nidfet mel&r als leer in bemfelben ©inne ju beulen, 
in bem biefe le^teren als fold^e gelten. 2)ie leeren $un!te beS leeren 
StaumeS ftnb nur in bem Sinne leer gu nennen, ba^ fie le^te Seile 
beS reinen „leeren" ©einsinl^alts, beS eben eine befonbere tounber« 
bare „leere" SBirflidöfeitSart barfleHenben leeren JftaumeS finb, nidfet 
aber in htm ©inne, bafe fie flber]öaut)t feinen totrfltd^en SBcrt refj). 
Snl&alt befifeen, in ttjeldöem ?fatte fie ja mit bem abfoluten 9lid&tS 
ibentifd^ tt)&ren unb baS abfolnte SRtdgtS eben gar nid^ts ift, alfo 
aud6 nid&tS 9l4umlid&eS barjieffen fann. ©agegen finb bie „leeren" 
3toifd&en))un!te gtoifd^en biefen „leeren" aJlttteH)un!ten überl&auW mit 
feinem »irflidöen 3n]&alt mel^r erfüllt, fie finb in abfolutem ©inne 
als 9iid6tS ju betrad&ten, fie finb eben blofee SErcnnungSgrengen 
ber leeren 9}littel))unfte, fie bebeuten eben baS bloge unmittelbare 
STufeereinanberfein ber nebeneinanber beftel^enben leeren einfad^en 
2JHttel))unfte, finb alfo ein blofeeS SBerl^ftltniS unb fein »irflid^er 
Snl^alt. 2llS fold&e finb fie feine 5Punfte im eigentlidfeen ©inne, fom 

l^ang mit @. 188. Ül^er bie attgemetne aJlöglid^fett beS einfa^en !flaum^un!ted 
l^at treffcnbe löemerfungen f8. Sluffel in beffen «Prindples of Mathematics», 
vol. I, 1903, gemalt. 
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bern einfädle Stournbiftatigen, bie il^rer geometrifd&en Statur nod^ 
t)on ben leeren 9)littel))un!ten eben toto genere Derf^teben ftnb. 

S)tefer @Q$t)er]^aIt toirb nod^ t)tel einleud&ienbet bei bem reellen 
btSheten Staunte. S)er jlDet reeQe, ftd6 unmittelbar miteinanber be» 
rfil^renbe SDlittelpunfte trennenbe 3toif(i6cti))unft ift nid&t „Teer" in 
bemfelben @inne gu nennen, in bem bieS t)on bem leeren SDüttet« 
))un!te beiS leeren StaumeS na(^ bem Obigen gilt ®enn h)Sre er in 
btefem @inne leer, bann l^fttten loir ftatt beS reeDen 9lanmeS, bei bem 
ytanm unb STlaterie (©einSinl^alt) miteinanber zusammenfallen, in 
Sal^rl^eit einen leeren Slaum, in bem bie bisfrete reeQe SDIaterie 
lüdenloS t)erteilt ift, ber irreeQe 3tt)if(&en))un!t !ann bemnad^ in bem 
reeQen 9laume nur aU abfoIuteS 9lid^t8 betrautet toerben, baS gar 
leinen SBirHid^IeitSinl^att irgenbeiner ^rt barfteQt. 3ft bem nun 
aber bei bem reeDen ätaume fo, bann ift e§ !Iar, bag basfelbe audg 
ffir ben leeren !onfe!utit)en Staum gilt, bag alfo unfer obiger 3laii' 
n)eiS ber SDlöglid^Ieit beSfelben auf Sal^rl^eit berul^t. 

9Bie man alfo l^ierauS fielet, ift ein !onfe!utit)er bid!reter Slaum 
gar nidgt fo unmogHd^, toie baS getoSl^nßd^ l^ingefteQt mirb. 3$ 
loill mi$ l^ier nid^t n&l^er in bie S)iSluffton feiner logif^en SDIbg» 
K(i&!eit l^ineinlajfen, miK aber auSbrfldlitig ]^ert)or]^eben, bag bie ©runb- 
f(i&n)ierigteit, bie in bem begriffe be§ bi$!reten !onfe!utit)en Slaumed 
liegt — bafe nftmK(% ber irreeüe Btoifdftenpunft eine leere einfa^e nid&t« 
feienbeßttde barftettt — , rein meta})]^^fifd&er9iatur iji unb bie att= 
gemeine matl^ematifd^e !Dldglid&Ieit bedfelben gar nid^t tangiert. 
2)enn obgleid^ ber irreeQe 3toifd&(npun!t, ber gtoifd&en gtoeien 37littels 
t)un!ten eines fold^en SlaumeS liegt, auf ®runb tieferer logifd^er ©rünbe 
nottoenbigenoeife als eine leere, einfädle, nid^tfeienbe 8üde betrad^s 
tet toerben müjfe, fo finb bod6 alle biefe ©rttnbe fd^liefelid^ rein meta« 
))]^^ftfd^er 9latur, bie man beSl^alb gelten laffen lann, aber ebenfogut 
beftreiten !ann.^ S)amit ift aber bie allgemeine logifd^e 9)löglid^!eit 

^ S)le ©nmbfd^toieTtöfeit, bie in bem JBcgriffe bc8 bisfretcn fonfefutiDcn 
IRaumeS Hegt, ba^ ber ineette 3toif$<n))un!t in bemfelben nämlid^ nottoenbiget« 
toeife eine leere einfädle ni^tfeienbe Sude barfteHen mvi% ift offenbar rein meta« 
t)l^^ftf(^er 9latur. S)enn nur toenn man be]^au))tet (t)g(. Leiter im S^e^te), bag 
%toii $un!te fld§ nid^t abfolut unmittelbar miteinanber berühren fönnen, ol^ne 
miteinanber sufammensufaHen, ift biefe @d§n)ierigfeit t^orl^anben, biefe ^u 
l^auptung ifi aber eine aud bem legten SBefen beS $unIteS ftd^ ergebenbe, alfo 
meta:|)]^^fif(ä5er Slrt. SQ^an öergL über bie obige ©runbf^toierigfeit ,!prin3it)ien 
ber mtiapWt w/, 6. 255-256. 
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beS bis!teten Iottfe!uttt)en StaumeS gar nid^t in f^rage geflettt, tt)ie 
xtS^ bieS l^ier na$tt)eifen mU. 

2Ks ^Quptatunb für btc Sel&Quptutiß, ber ttreeHe 3toifcl6en- 
puttlt bc8 fonfe!uttöen SlaumeS tnüffc eine leere, einfQ(3&e, nicfttfeienbe 
SflcEe barfteUen — bie als fold^e notmenbigerioeife bur$ befonbere 
augerl^alb biefeS 9taume8 tiegenbe reeQe !ßun!te, bie reeDen SlegationiS- 
alte, erfüllt toerben mu6 — , l^abe id& in meinem SBerle bie Slot» 
toenbiglett, bafe il^re ©röfee in geometrifd^em ©inne = 1 fein muffe, 
angefül^rt. 3n meinem ?luffa^e „Über bie ©röfee ber unmittelbaren 
93erül^rung gtoeier ^n!te. 93eitrag gur SJegrflnbung ber bisfreten 
©eometrie" ^ l^abe x(b bann für biefe le^tere 93e]^u))tung unb bamit in- 
bire!t für bie erftere als $au))tgrunb angefül^rt, ba^, toenn bie ®r&6e 
ber unmittelbaren SJerül^rung gtoeier aÄitteI))unIte = tDftre, bann 
biefe {enteren fidg notioenbigermeife aU ©anje miteinanber berühren unb 
bemnad^ miteinanber jufammenfaQen müßten. 3Jlan !ann nun ^ovooiH 
biefen le^teren ®runb unferer grunblegenben 93e]^au))tung, ba^ bie ®r5^e 
beS irreeKen fünftes in geometrifd^em Sinne = 1, bagegen bie ®rö^e 
beS reelKen (refp. „leeren") fünftes im bisheten fonfelutiöen Sflaume in 
geometrifd&em ©inne = fein muffe, befreiten, toie bie obige Folgerung 
aus ber festeren, bafe n5mttd& ber irreeüe Sttifd^enpunft eine leere, 
einfädle, nid^tfeienbe SfldEe barfteQi 2)enn man lann bel^aupten, ba^ 
gtoei reeDe $un!te, aud^ menn fie fid^ abfotut unmittelbar berfil^ren, 
b. J). toenn ber irreelle Stoifd&enpunft jtoifdöen il^nen in abfolutem 
Sinne gar nid^t« ift, bod& gm ei fold^e bleiben fönnen, bafe fie fid& 
tool^l als ®an3e miteinanber berül^ren (ba bei fünften nur eine fotd^e 
?lrt unb SBeife ber Serttl^rung benftar iji), bod6 aber aufeereinanber 
bleiben, unb bemnad^ biftinfte ÜtaumpunHe fein lönnen.' 2)aS iß 
bas Srfte. 3tt)eiten8 aber !ann, obgleidg auf biefe SBeife ber irreeKe 
Stoifd^enpunlt in qualitatit)em Sinne abfoluteS fflxS^Ü ift (b. 1^. !eine 
leere, einfädle, nidfttfeienbe ßüdfe barfiellt), bod6 feine geometrifd&e 
©rbfee ganj gut = 1 fein. Unb gmar folgt bieS Stoeite un- 
mittelbar aus bem @rften. ®enn fefet man einmal öorauS, bafe 

^ €rf(ä5. in OfttooIbS .Slnnaten ber !RaturrtiIofopl^ie\ IV. »b., 2. §. 

* 3n biefem gfallc müfttc man enttocbcr bie SOflögliiSleit ber intenfiöcn 
Ouantitdt befreiten, ba man bann für gtoei ^^unfte, bie fi(ä6 miteinanber un- 
mittelbar berül^ren, nottoenbigertoeife bel^aupten mfi^ii, ha% pe auSeinanber 
finb, ober man mü^te für bie an einem unb bemfelben 9laumorte ftd§ beflnben- 
ben einanber burd^bringenben Slaumpunfte bel^aupten, pe berül^ren fid& mitein« 
anber nid^t. 
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imi !D}tttetpunIte, audg tpenn fte ftdg in abfolutem @inne unmtttel» 
bar miteinanber betül^renS gtoei biftinüe 9lautn))uti!te ftnb, fo ifi 
bQtnit eo ipso flcfagt, bofe oud& bic 8cotnetrtfd6e ©röfee beS irrecllcn 
3ti)ifd6cn))unKe8 = 1 t|i, ba bann bcr ineellc 3tt)tf(i6ctH)unft eben 
bte etnfad^fle ä^aumbijlQng jmeier SJlttielpunlte batfteUt unb in 
biefem @inne bie Stnl^ett btefer Stflanj ift. @o ipte bte ©rö^e beg 
STlittelpunÜeS, tro^bem ba^ feine ®röge in quaUtatit)em Sinne = 1 
ifi, in 8«ometrifd&em ©inne = Betragt, »eil ber 2KitteU)unIt als 
fold^er noii leinen fftanm barftellt, fonbem bet 9laum erft mit bem 
Slugeteinanber jtpeier fold^er gegeben x% ebenfo ntu^ untge!e]^rt 
bie ®r5§e beS irreetten 3tt)iWenpunfte8 in geometrifci^em ©inne = 1 
gefegt toerben, »eil berfelbe eben bie ßjtenfion, bie ©iftanj, baS 
9%&umUd&e bed fonfehtttDen SHaumeS barfteHt, obgteid^ beffen ®r3ge 
in qualitatit)em ©inne = ifi.* @o olfo bietet ber fflegriff beS 
!onfeIutit)en bis!reten 9laume§ auf bem ©tanb))un!te ber formellen 
!D}at]^ematit ben toir l^ier einnel^men, gar feine logifcben ©d^toierig- 
!eiten unb if! in bemfelben ©inne atö logifii^e SRSglid^Ieit gu be» 
tradgten, in bem bieS Don ben t)on ber 3}latl^emati! biSl^er etngig 
unb aQein als »»logifd^e'' 9Jl5gIi(i&!eiten gugelaffenen Staumformen be$ 
inIonfe!utit)en lontinuierlid^en unb bigtreten SlaumeS gilt. 2)er bis« 
hetc aWatl^ematifer (b. 1^. ber Vertreter beS fonfe!utit)en bi8!reten 
Staumed) braucht ft$ alfo um bte legten logifd^en ©(j^toierigteiten beS 
Segriffs beS bis!reten !onfeIutiX)en SflaumeS ebenfotoenig gu !fimmern^ 

1 3n abfolutcm ©inne fid& Berül^ten, l&etfet fid^ fo Berül^ten, bafe eö gor 
feine ni^tfeienbe Sude gilbt, bie bie ftd^ berül^tenben fünfte t)oneinanbet trennte. 
3n biefem @inne müßten ftd^ bte realen 9legation8:pun!te mit ben entf^red^enben 
9laum:pun!ten, bie fic trennen, berül^ren. JOlan öergl. borüber »^^rinji^ien ber 
mtiapM't K*., 6. 271-273. 

2 fOian öergl. barüber „^rinsit)ien ber 5meto»)]^^fi! k/, ©. 251 --253. 

• Unb bieg um fo loeniger, ba, loie gefagt, biefe 6$toierig!citen rein meta« 
:pl^^ftfd^er 9latur finb. STlan !5nnte nftmU^ gang gut be]^au))ten, ba^ gtoei reale 
fünfte, aud^ toenn fte ftd§ abfolut unmittelbar miteinanber beri^ren, nid^t 
räumlid^ gufammenfatten toerben, benn toenn bied für aioei 9laum|)un!te gälte, 
mügte es mit bemfelben fRe^te au$ für ben realen 9legationSa!t einerfeitS 
unb ieben eingelnen ber gtoei burd^ il^n getrennten 9laum|)unlte gelten. 91IS 
9)'leta))1^9ft!er l^alte id^ aber bod^ an meiner urf:|)xüngUd^en fSti^auptun^ feft, bag 
ber irreette 3^ifd^(tU>unIt eine leere einfädle nid^tfeienbe Sude barftettt, bie nur 
burd^ bie S^orauSfe^ung beS realen 9legationSa!te8 aU foId§e reett befleißen fann, 
inbem id^ g)oar anerfenne, ha^ gloei fünfte, bie fid§ abfolut unmittelbar mit« 
einanber berül^ren, tool^l nid^t in räumlid^em ©inne miteinanber gufammenfatten, 
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tt)ie fi$ ber bntinuterltd&e ÜRatl^entatüer (b. 1^. bet ä^ertteter bel$ im 
lonfcfutiDen lontinuicriid&en unb bisfrctcn SRaumeS — man DetßL Aber 
btefe StuSbrficEe aud^ ben gioetten Slbfd&nitt) um bie legten logifd^en 
@d&tt)iertgleiten ber t)on il^m DotauSgefe^tenStauinformenmd&üflmmert.^ 
fS^M Wit^liii bad aSetl^&ttniS ber ^ibüate beS Unenblidgen 
unb beS SnbUd^en }um leeren ober reellen 9taume unb 3U ben übrigen 
^r&bilaten Betrifft, fo lä^t fid^ Uiäit einfel^en^ baB foföol^I ber leere 
tt)ie ber reeDe Staunt foiDol^t unenblid^ tt)te enbltd^ gebadet werben 
Idnnen. Sin lontinuiertid^er 9lQum mu% nun notttenbigeriDetfe un- 
enblidö fein, loeil er ia nottDenbigertoeife in!onfeIutit) unb ber inlon- 
fehtüDe 9taum nottt)enbigertt)etfe unenblid^ fein muffe (benn el$ ift in 
einem fold^en 9laume aioifd^en itoti $un!ten immer ein britter unb 

b. %. auSetnanber ftnb (benn fonfi tdnnte ber ^legationSaft nid^t augerl^alb 
ber realen 9laum))un!te fein), anberetfeits toteber bin id^ (als 3Jleta))]^^ft!er) 
nod^ immer ber SReinung, ba^ stoei fol^e fünfte feine räumlid^e ©trede 
bilben tonnen, toeil biefe nottoenbigerioeife eine beftimmte 9li$tung bat> 
{lettt, bie einfa^en fünfte aber, toenn fte M o^^ ©anje berül^ren, offenbar 
feine Derfd^iebenen Seiten unb 9li$tungen in bejug aufeinanber l^aben fönnen, 
tl^r 9(u^ereinanberfein alfo ald ein gans unräumli^eS gebaut toerben mug. 
SBie man aber l^ierauS fielet, flnb alle biefe (Brünbe unb ©egengrünbe rein 
meta))]§^ftf4er füxi unb tangieren bie allgemeine matl^ematif^e SJlögU^feit beS 
!onfefutit)en S)i8tretum8 gar ni^t. 

1 S)enn bie legten (ogif^en @$tt)ierigfeiten biefer le^teren S3egriffe ftnb 
mit nieten fleiner ald bieienigen beS !onfe!utit)en 2)idfretumS. SOenn man in 
bem räumlid^en 9lu^ereinanberfein gtoeier ftd^ berü^renben fünfte einen un- 
mittelbaren SGÖiberfprudJ finbet, fo fonn man in bem begriffe eines au8 nn* 
getrennten Steilen bepel^enben 9laume8 ebenfo einen unmittelbaren SBiber- 
]pxvL^ finben, ba ungetrennt unb augereinanber minbeftend in eben bemfelben 
Grabe einanber auSf^Ue^en, toie bied für baS @i4*S3erft^ren unb 9(u^ereinanber« 
fein gelten foU. Unb ein analoger SSiberfprud^ lä^t fi^ in bem S3egriffe beS 
aus einfad^en fünften beßel^enben intonfefutiten SlaumeS finben: benn einfädle 
fünfte k)orau8fe|en, bie reell befleißen, unb bie fid^ bod^ nid^t unmittelbar 
miteinanber berül^ren, fonbern immer sioei t)on benfelben burd^ einen britten 
baaloifd^enliegenben getrennt ftnb, l^ei^t baS nid^t einen nod^ größeren SBiber« 
fprudft flatuieren, als eS biejienigen ber beiben erften Sfätte ftnb? S)enn bie ein> 
fad^en fünfte, bie reeQ, b. 1^. getrennt Doneinanber im 9laume befleißen unb bieS 
bod^ nur burd^ bie bastoifd^enliegenben $untte tun, fold^e einfad^en $un!te 
flnb in SBal^r^eit gar nid^t t)oneinanber getrennt, benn fie ftnb immer toieberum 
burdS fünfte getrennt, bie toieberum burdj ^nfte getrennt fein follen ufto. 
in infinitom, tt)aS offenbar einen logifd^en progressas in infinitum bebeutet, 
alfo einen SSHberf^rud^. 90ie man alfo fielet, ftnb bie legten logifd^en ©d^toierig* 
leiten aller brei grunblegenben [ftaumformen minbefienS gleid^ fd^ioer. 
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€rfier ^Ibfc^nttt. 



bemnod^ eine unenbttd^e !Dlenge Don $un!ten Dotl^anben). @m bis» 
heter 9taum lann bagegen ]om^l unenbUd^ tt)ie enbßd^ gebaut 
»erben: toenn er inlonfefuttt) tfi, bannt|i er noltoenbtgertoetfe unenb« 
Itd^, tpenn er aber !onfe!utit) x% bann lann er offenbar fotool^t un- 
enbU(i^ tote enbtt$ fein, ba man fid^ eine enbtid^e Slngal^I Don lonfe- 
futiDen 5Punften gönj ebenfo ben!en fann, toie man fid& eine unenbliti^e 
^nsal^t Don folij^en (formeQ) benlen fann. 

2Bir toollen nunmcl^r bie getoonnenen Sflefuttate über baS a5er= 
]^&ItniS ber mögtid^en ^rftbüate eine$ 9%aumeS in folgenben ad^t 
@d^emen anfd^aulid^ barfteUen. 

1. ber SCeilung fa) lontinuierlid^ . . 
nad& \b) biSfret . '^^" 



I. 2)er leere Slaum 
!ann 



2. ber ©equeng Ja) inlonfeIntiD 
nad& \h) lonfelutiD 



fein 



3. ber 3ö1&I nadft^ 



a) unenblidö 



fein. 



n. ®er reelle 9flaum 
!ann 



< 



Ja) unenl 
\h) enblid& 

1. ber Seitung Ja) !ontinuicrlid& 

nad& \h) bis!ret 

2. ber ©equcnj Ja) inlonfelutiD 



fein 



nadö |b) fonfelutiD 
a) unenblid^ 



fein 



3. ber 3a^l na^jjj enbU«^" ^'^"• 

1. ber fftcalitat Ja) leer .. 
na« \b) reell '"" 



m. 3)er fontinuier- 
lidge 9%aum !ann 



< 



2. ber ©equena , infonfelutiD fein 



nad^ 



{' 



IV. S)erbt§!rete3ia«m 
fann 



3. ber 3a]^I nadg unenbUdg fein. 

1. ber 9leontat/a) leer .. 

nad^ \b) reell '"" 

2. ber ©equcnj ja) {nlonfeluti»)^ , 

m^ \b) eonfeluti» '"" 

3.ber3a5I«a4/;;)/"^"!^«*fel„. 

\d) enbltc^ ' 
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V. S)ct tnIonfc!utit)e 
älaum lann 



fl. bcr ^Realität 
2. her SEetlung 



(a) leer . . 
jb) xeen ^"" 

{a) !onttnuierUd& . . 
b) bislret '^^" 



3. ber 3<^^I na^ unenbUd^ fein 

1. ber SleaUtat fa) leer ^ . 
mii \b) reell 



VI. S)er fonfeIutit)e 
Staunt !ann 



2. ber SEetlung 

3. ber S^^I na$ 



btslret fein 



{ 

fa) unenbli 
\h) enbUdö 



* 



fein. 



1. ber SleaUtat fa) leer . . 
nQd& \h) reell ' 



Vn. S)er unenbli(i&e 
Staunt lann 



2. ber Teilung 

na$ 

3. ber €equen3 

na$ 



fa) !ontinuierli$ . . 
\b) bi8!ret '"^ 

fa) inIonfe!utit) - . 
\b) !onfe!utit) '^^"• 



1. ber Sftealitftt Ja) leer . . 
nad6 \b) reell ' 



Vni. 3)er enblid&e 
Staunt !ann 



2. ber Teilung 
nad^ 



3. ber @ 



{ 

cquena f 



bi8!ret fein 
!onfe!utiö fein. 



^u8 biefen @d^enten folgt nun ol^ne toeitereS, ba^ nur folgenbe 
ad^t Stauntfornten als formell ntöglid^ guaulaffen ftnb: 

I. 3)er Staunt !ann 1. leer, 2. !ontinuierlid6, 3. inlonfe« 

!utit) unb 4. unenbli d^ fein. 
n. ®er Staunt fann 1. reell, 2. fontinuierlid^, 3. tnlonfe» 

Itttit) unb 4. unenblid^ fein. 
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III. ®cr giaum lann 1. leer, 2. bi^Utt, 3. inlonfcfutit) 
unb 4. unenbliti^ fein. 

IV. S)er 3lQum lam 1. reell, 2. bisiret, 3. infonfeluttt) 
unb 4. unenbltd^ fein. 

V. S)er 9taum !ann 1. leer, 2. bi8!ret, 3. Ionfe!utiD unb 

4. unenbli(i§ fein. 
VI. ®er SlQum fann 1. reell, 2. btSiret, 3. lonfclutit) unb 

4. unenblid^ fein. 
Vn. S)er 9laum fann 1. leer, 2. btSlret, 3. lonfefutiD unb 

4. enblid^ fein. 
VIII. 2)er fftanm !ann 1. reell, 2. bid!ret, 3. Ionfe!uttt) unb 

4. enblid^ fein. 
Sßie man alfo fielet, ]^a(en toir unter biefen ad^t fornteQ m5g- 
lid^en 9taumformen Dier leere unb t)ier reelle, gtoei lontinuierlid^e 
unb fed^S bis!rete, Dter in!onfe!utit)e unb t)ier !onfe!utit)e unb fdglieg» 
li4 fed&S unenblid^e unb guiei enblid^e Staumformen. S)ie erfte unb 
bie aiiU bilben t)oII{iönbtge ©egenfö^e gueinanber, ba iebeS $r&bi!at 
ber einen bafi birelte ©egenteil beS enifpred^enben ^rftbilatS ber an- 
bereu i% todl^renb bie ä6rigen fed^lS Übergangsformen gtoifd&en biefen 
beiben ISstremen barfteQen. @o tpid^tig nun bie ^äbüate beS Seeren 
unb beg 9fteellen audg finb (inSbefonbere to&ren fte bieg im SfaQe, toenn 
bie logifd^e refp. reelle 97l5glid^!eit ber obigen IRaumformen in {^rage 
flünbe), fo !5nnen loir fie bo(fi in ber folgenben SSetrad^iung ber 
(Sinfad^l^eit l^alber auslaffen, ba fte mit aQen flbtigen ^rftbilaten 
ol^ne ^uSnal^me unb jebeS Don il^nen in gleid^er äBeife lombiniert 
U)erben !dnnen, fo ba^, toenn im folgenben Don irgenbeiner burd^ bie 
übrigen ^r&büate d&aralterifierten Staumform bie Stebe ift, man ein 
far aQemal beffen eingeben! fein muB^ bag eine fold^e flets entioeber 
als leer ober all$ reed gu ben!en i% Sd bleiben alfo fflr bie nad^- 
folgenbe 93etrad^tung nur bie brei äbrigen ©efidgtspunfte maggebenb 
unb t)on ben ad^t obigen Staumformen Derbleiben alfo nur Dier übrig, 
bie 2u berfiäfid^tigen ftnb. 

SBenn tt)ir nun babei Don bem ®efid^tdpun!te ber Seilung als 
bem maggebenben auSgel^en, fo l^aben tt)ir unter biefen Dier ^taum» 
formen nur eine lontinuierlidge, lo&l^renb bie fibrigen brei bisiret 
ftnb. Unter biefen Dier Iftaumformen l&aben toir alfo 1. ein in» 
Ionfe!utiDeS unenblid^ed Aontinuum; 2. ein inIonfe!utiDeiS 
unenblidgeS 2)iSlretum; 3. ein !onfe!utiDeg unenblid^eg 
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2>t§!retum unb 4. ein fonfelutiDeS enbttd^eS 2)is!retum. 
2)ie btSl^ertge äTlatJ^ematil l^at allein bie betben erfien als bie formell 
ntögtid^en in 93etra(i&t gejogen unb bi8!utiert, bie beiben anbeten 
bagegen l^at {te gar ni(f|t Berüdfid^tigt, o6gIei$ fie, n)ie man aus bem 
obigen er fielet, bo$ ganj ebenfo formell m5gli(3^ finb.^ S)a8 f&tx- 
f&nmte toollen loir nun in bem nädgßen gtoeiten ^bfd^nitte unferer 
^bl^anbtung nadgl^olen, inbem loir barin bie geometrif(fie @truttur 
da biefer t)erfd^iebenen 0laumformen unterfudgen loerben. 



1 SBenn bie logifd^e 9JlögIi$!eit btefeT t>ux fotmell möglid^en fRaumformen 
in Srage (ommt, bann tt)irb ber @treit barül^er in folgenbem @$ema feinen 
abäquateften ^uSbrud ftnben: 

2)et 9taum ift 

fontinuierU^ bisiret 



-A^ 



infonfefutit) !onfe!utib 



.•v^ 



unenbli^ enbli^. 

@S iDirb ftd§ alfo sunä^fi barum l^anbeln gu entf^eiben, ob ber fRaum 
{ontinnierlid^ ober biSiret ift. 3{i er bisfret, bann loirb eS ftd^ barum l^anbeln 
SU entfd^eiben, ob berfelbe intonfefutit) ober fonfefutib su benlen i% unb fd^Iieg» 
Iid§, loenn Ionte!utit>, ob unenblid^ ober enblid^. 3m näd^ften 9(bf$nitte toerben 
bie für biefe Olaumformen geltenben Geometrien gut S)arfieIIung fommen. 



9etToniet)tcS,Sie t^pif()^en ®eomettien. 










Xa% bte erfie unb bie vierte Don ben o6tgen Dter Slaumformen 
aU DoÜftinbige ©egenf&^e nidgt eine unb biefelbe geometrifd^e @truÜur 
ref)). eine unb biefel6e ©eometrie l^aben !5nnen, ifl ol^ne loeitereS flor. 
SDenn ber fRaum ber etften Staumform ift als abfoIuteS Aontinuum 
ettoaS, tDQS als ©angeiS feinen Steilen t)orau8se]^t, maS nidgt aus ben 
Steilen entfielet xt]p. jufammengefe^t toerben lann, Dietmel^r finb bie 
eingelnen 9%aumteile in einem folgen Flaume nur als (fütiDe) Sin- 
fd^rftnlungen beS einen gangen Stauntet benibar: ein folget 9taum 
ift ein Sotum, !ein Aom))ofitunt. 'S)aitim ift ber 9taum ber 
Dierten Staumform etoaS, n)aS au§ ber Sufammenfflgung aus feinen 
einfadben Steilen, ben 9laum))un!ten, entfielet, l^ier gelten atfo bie Seile 
bem ©angen t)orauS: ein fold^er 9laum if! alfo ein Aom))ofitum, 
fein Zotnm. ^uS biefem ©egenfa^e folgt mit einleud^tenber 9lot= 
h)enbig!eit, ba^ fid^ in bem lontinuiertid^en Sotum alle geometrifd^en 
Sfiguren (S^iguren im aKgemeinften @inne eines 9%aumgebilbeS äber^ 
]^au))t t)erftanben) ben!en laffen, bie äberl^aupt benibar finb, bagegen 
toerben in htm bisireten enblid&en Äompofitum offenbar nur bie= 
jenigen geometrifd^en C^iguren ftd^ beulen laffen, bie aus t)er 3u= 
fammenfägung Don einfadgen 9taum))un{ten, bie fid^ unmittelbar 
miteinanber berfil&ren (ref)). lonfefutiö finb), entftel^en fönnen. Safe 
fidg auf biefe SBeife nid^t alle bie fiberl^aupt ben!baren geometrifdgen 
3figuren erzeugen laffen, bafe öielmel^r nur eine äufeerft befdöränfte 
Slnjal^l Don fold^en als m5glid^ gurfidbleibt, l^abe id^ an einer anberen 
©teile firengc matl&ematifdö gejeigt^ unb tt)ill l&ier nur bie §au))t= 

* 3n meinem oBen ertodl^nten SBetfe „^näi^ien ber JOleto))]^^!!! ic/ uttb 
indiefonbere in bem bie f^ftematifd^e 2)arftel][ung ber biSlreten Geometrie (übet 
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tefultate, bie ftd^ mir in biefer ^ittfi^t ergaben, l^ier mitteilen* 3n 
bem enbHc^en 2)i8{retum finb: 

I. aQe frummen geometrif^en Srtfiuren auSgefdgloffen.^ 

IL 93on ben gerabUnigen tJfiguren finb: 

1. bie unregelmäßigen in ))otentienem Sinne alle mög« 
Ii$, in altuellem @inne l^dngt il^re 9}lögli$!eit Don ber Slnaal^I 
ber 9taum))un!te beS gegebenen bisfoeten StaumeS ab*; 

2. Don ben regelmäßigen: 

a) in bem jioeibimenfionalen SRaume: a. aU einfadg^e nur 
baS 2)reie(i, bas Cluabrat, unb baS ©edg^ed^; b. ato gu- 
fammengefe^te nur baS 2)reie(i, baS Cluabrat, baS @e$8e(i 
unb baS 3tt)5Ife(i möglid^, aQe anberen unmöglid^^; 

ß) in bem breibimenfionalen 9taume: a) aU einfa^e bas 
Setraeber, baS ^ejaeber unb bas DItaeber*; b) al8 gufam^ 
mengefe^te nur baS ^e^aeber m3gU$, bie anberen bagegen 
unmSgUd^^; 

t) in bem t)ierbimenfionaIen SRaume: a) als einfa^e bad 
^entaeber, ba8 Dftaebroib, baS ^ejabela — unb baSSIofa» 
tetraebroib^* b) als gufammengefe^te nur bad £)!taebroib mög- 
lidg, bie anberen bagegen unmögüdg^; 

S) in bem nsbimenfionalen SRaume: a) als einfädle baS 
n + 1— (b. 1^. bag bem ^Pentaeber) unb baS 2n — (b, l^. baS bem 



biefen Itudbrud Dergl. toeiter unten) ent^altenben Stnl^ang ^^lemente ber neuen 
(Seometrie". 34 toerbe im folgenben Don nun an beibe getrennt sitieren unb 
StDar ,$rin3i^ten ber SDleta^l^^fll' als «$t. b. SOI.' unb «Elemente ber neuen 
Geometrie' aU „&. b. n. 0.'. 3^ bemerfe ^uqltx^, ba^ bie ^aginierung ber 
beiben in bem SBerle ni^t getrennt tourbe. 

1 ,?r. b. aJl.\ ©. 278, 9, unb im Sufommenl^ange bamit 6. 305, 6, 

3 S)iefer @a^ tft nirgenbS auSbrüdUd^ au8gef|)ro4en, ift aber eine un- 
mittelbare Sfolge ber Se^rf&^e 11 unb 13 im erften $lbf(!^nitt bei» erften ZtxU 
ber «@L b. n. @/ (Dergl. @. 353—355 unb ini^befonbere bie Itnmerlung sum 
Sel^rfa^e 11, @. 353). S)ie Zai^ad^t ber unregelmäßigen gfiguren ift übrigens 
in S)ef . 58 (ib. 6. 344) inbegriffen. 3ßa8 l^ier für ben atoeibimenflonalen fRaum 
gilt, (&gt fid§ Ui^j^i auf ben brei>, Dier» unb ben n-bimenfionalen übertragen. 

» ,er. b. n. ©.*, @. 351. - * ,(£l. b. n. ©.', ©. 382-385. 

» .er. b. n. ©.", ©. 412. - e .er. b. n. ©.-, 6. 420. 

7 „ei. b. n. ©.', 6. 437. — « „®[. b. n. ®,% ©. 444. 

2* 
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^ejabcfacbtoib tcfp. bcm Dftacber enlfprcd^cnbe) ©cbtibe möglidö^; 
b) als aufantmengefe^te {tttb bagegen feine tnelgr xnögltd^.^ 

2Bie matt l^tetauS jtel^t, tfl ber bigfrete enblid^e SRautn Diel ärmer 
Qtt geometrifd^ett i^iguren als ber fontittuiertid^e unenblid^e. S)a ftd^ 
nun ein einfacherer 0laum, aU e§ berjenige ifi, ber bishet unb gu- 
gleidg enMi(ig iß, nid^t benfen lägt unb ba jtd^ ein 9laum, ber ju» 
fammengefe^ter b. 1^. an geometrifd^em ^nl^alt reid^er Mxt, als e§ 
berjenige ift, ber fontinuierIid& unb unenblidö ifi, nid&t benfen löfet, 
fo finb biefe beiben 0läunte offenbat bie t5t)ifd&en Slaumforutcn 
unb bie iignen entf))redgenben ©eontetrien ftelfen t^:pifd&e®eontetrien 
bar. Safe nun biefe ©eometrien nid^t nur in bem Sinne t^))ifd& 
finb, ba^ fie ©eometrien oon jtoei ganj eigenartigen einanber ent= 
gegengefe^ten unb fiber]öaut)t ejtremen 0laumformen barftellen, fonbern 
ba% fte bieg aud^ in einem anberen erloeiterten Sinne finb, b. \). audb 
in bem ©inne, ba§ für jebe möglid^e Jftaumform eine biefer beiben 
©eometrien gelten mu§, bieS ju jetgen ifi bie eigentlidfee Aufgabe 
biefeS jtoeiten 3lbfd&nitte8 unferer Slbl^anblung. ®a eS nun aufeer biefen 
beiben ejtremen 9laumformen nur nod& jtoei foldfte gibt, bie jugleidb 
Übergangsformen jtoifd&en il^nen barfteHen unb ba jebe biefer beiben 
aiaumformen ein unenblid&eS S)i8fretum barflellt, fo fann man aud& 
[agen, ba§ bie Unterfud&ung ber geometrifd^en ©truftur beS unenblid&en 
3)iSfretumS bie eigentlidfte 9Iufgabe biefeS 3lbfd6ntttS unferer Slbl^anb^ 
lung iji, unb loir gelten nunmel^r ju berfelben über. 

S)a§ für baS unenblid^e infonfefutiöe ®isfretum bie ©eomctric 
beS fonttnuierlid&en ^Raumes ober furj bie fontinuierltd&e ©eometrie 
gilt (im ©egenfa^ ju toeld&er loir bie ©eometrie beS enblidfeen S)i§= 
fretumS furj bie bisfrete nennen tooHen), läßt fid^ unfd&toer jeigen. 
3unäd&ft ift es flar, ba§, obgleid& baS unenblid&e infonfefutiöe SiSfre= 
tum ein ßompofitum unb fein SEotum ift, basfelbe fidö bod& nid&t aus 
ber Sufammenfügung öon einfadfeen 9flaum))unften gufammenfe^en lägt, 
b. 1^. basfelbe lägt fid& nid&t aus fonfefutiDen unmittelbar aneinanber an» 
gereil^ten ^Punften erjeugen. @in ßomt)ofitum in eigentlid&em ©inne ift eS 
alfo nid^t, ein Äompofitum ift eS nur infofern, intoiefern eS aus getrenm 
iten Seilen befielet, alfo btSfret ift, bie anbere toefentlid&e ßigenfd&aft beS 

' „(&i. b. n. ©.", @. 437. 

2 S)a uftralidS ber n-btmenjtonale (öottlommen) auSöcbreitete, b. 1^. (öott« 
fommen) sufammenöefe^te fRaum Don n-S)imcnfionen, toenn n > 4 überl^au^t 
unmögUi^^ ift. fQtx^l ^@I. b. n. ©.*, 6. 434, unb bie »cridjltöung baju. 
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Stompo^tnm^, bte Stttflel^ung aus etnfadgen Steilen, fjat eiS ntd^t, 
ha biefe £eile nt$t !ottfe!uttt) ftttb. S)a tl^m nun btefe anbete 
n)efentnd6e @ette beS Aompofitumd fel^It, bte bent enbltd^en 2)t8{retum 
eigentümltd^ unb Don biefem untrennbar i% fo Vjt fot)tet getDt^, ba^ 
bte ©eometrie biefeS legieren ober bte bisfrete ©eometrte, lote ioir fie 
oben ber Aflrje l^atber nannten, für baSfelbe in tl^rent DoQen Um« 
fange ntd^t gelten !ann« 2)enn nur loenn bie fünfte berfelben !on- 
fe!uttt) lodren, fönnte man bte§ leitete bel^au))ten, aber aud^ bann 
ntd^t mit t)oUn @id^erl^eit unb iebenfaQiS nid^t ol^ne befonberen 93e= 
toeis. S)a aber bie $un!te beS bislreten 0laumeS nid^t !onfe!utit) finb, 
fo !ann offenbar bie bisfrete ©eometrie in il^rem t)otim Umfange 
nid^t melgr gelten unb fte !önnte bann nur fo gelten, toenn il^r geo- 
metrifd^er 3nl^alt erl^ebtid^ ertoeitert loürbe. Ob nun aber ^l^nlid^eS 
iit bejug auf bie fontinuierlid^e ©eometrie gu fagen ift, ober ob btefe 
oielmel^r nid^t uneingefd6rdn!t ffir ein foId^eiS in!onfe!utioeS S)i8{retum 
gelten mflfete? SBenn nun bie lontinuierlid&e ©eometrie für ein foldbe« 
2>i8!retum nid^t uneingefd^rän!t gelten foKte, bann lofirbe fie, ioie loir 
gleid^ feigen loerben, fflr baSfelbe flberl^au))t ))rinji:pien nid^t gelten 
unb eS lodre bann bie bi^frete ©eometrie biejenige, bie eine fotd^e 
))rin3it)iel][e ©eltung in begug auf badfelbe l^dtte. 

aaSo liegt nun ber prinjit)ielle ^JJunlt, ber bie fontinuierlid&e ®eo= 
ntetrie Don ber bisfreten fdfeeibet? (5r liegt in ber latfad^e ber 
Irummen geometrifd&en 3figuren. ffienn ba§ biefe in einem an^ in* 
{onfefutiöen Seilen bcjiel^enben Slaume möglid^ finb, folgt ol^ne Weiteres 
aus ber Definition einer Irummen ßinie l^eröor^ (ba icbc« Irumme 
geometrifd&e ©ebilbe nottoenbigertoeife Irumme ßinien entl^alten mufe), 
als einer ßinie, in ber eS nirgenbs (mel^rere) fünfte gibt, bie in einer 
unb berfelben Slid^tung liegen. 5Denn ba in einem fold&en Slaume 
ftets jtoifd^en jioei 5PunIten ein britter unb alfo eine unenblidfcc 
SWenge Don fold&en liegt, fo ifi bamit bie 3Jiöglid&Ieit ber Irummen 
ßinien ol^ne toeitereS gegeben, benn in einem fold&en Jftaume lann 
offenbar jeber 5ßunlt einer ßinie in einer anberen Slid&lung liegen, 
ba in einem fold^en 3laume Don einem ^Punlte auS bie Derfd^iebcnftcn 
Jftid&tungen gegeben finb. 3n bem enblid&en lonfelutioen S)iglretum 
finb bagegen bie Irummen ßinien unmittelbar auSjufd&liefeen: benn 
ättjar lönnten, rein formell genommen, aud& in ber Irummen ßinie 



»ergl. barüber augfü]^rli(i&er ,^x. b. 101.', 6. 278, 9. 
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gtoet guttue befleißen, bte in einer unb berfelben Sttd^tung liegen (ba$ 
finb bie fogenannten „im Unenblid^en benad^barten" $un!te), aber 
bie 3tt)ei ^nüe bfirften bann !ein Stnienftüd bitbenS gmei !onfefutit)e 
fünfte beS enbli^en S)is!retumS bilben aber eo ipso ein Sinienftü({^ 
n&mli$ bie einfad^ße ©erabe ober bie SIementargerabe', alfo finb bie 
faruntmen Sinien unb bie !rummen geometrif$en ®ebilbe fiber]^Qu:pt 
in bent enblid^en 2)is!retunt abfolut auSgefd^Iojfen. ^uS biefer ^u§» 
ffll^rung fo{gt, ba§; loenn in einem Staunte bie !rumnten Sinien 
nt5flli(5 pnb, für benfelben bie fontinuierlid^e, unb toenn feine 
fold^en möfllid^ finb, bie bisirete ©eometrie gilt. 

2)a^ nun für htn unenbli^en tn!i)nfe!utit)en biiSfreten [Raum bie 
!ontinuierItd6e ©eometrie ))rin3it)ieQ gilt, folgt unmittelbar aus ber 
obigen SluSffll^rung. 2)enn toenn bie Seile eines 9taumeS in!onfe!utit> 
finb, bann ift bie Sngal^I biefer Steile jugleid^ f^Ied^tl^in unenblid^ 
unb bie beiben S3ebingungen jur @£tflen3 ber hummen Sinien unb 
bemnad^ ber !rummen geometrif^en ©ebilbe fiber]^au))t finb erfflUt. 
S)teS beibeS nun trifft aud^ bei bem inIonfe!utit)en bisfoeten 9taume 
ju, alfo gilt bie lontinuierlid^e ©eometrie t^nttgipieQ für benfelben. 
Db fie nun nid^t nur })rinjit)iell, fonbern aud& öoUftdnbig unb un- 
eingefd^rftnU für benfelben gilt? 2)ieS l^dngt bat)on ab, ob, ber 
S)efinition ber lontinuierlid^en ©eometrte gemft^, alle bie überl^aupt 

1 3ebe Äuröc, bie eine S^angentc l^at, Iftat mit biefer (toie fid§ bireft Be« 
toeifen Ift^t) nid^i einen, toit bieg gen)5]^nlid§ bel^au^tei loitb, fonbein gloei 
$un!te gemeinfam, nur mui man babei t)oraudfe^en, ba^ biefe beiben fünfte 
feine Sinie bilben, toal^ fie in bem Itontinuum aud^ in bet Sat nid§t p tun 
braud^en, ba l^ier stoei $un!te, bie fid§ unmittelbar miteinanber berühren (unb 
man mu^ Don ben ^toei gemeinfamen $un!ten ber ^urDe unb il^rer Sangente 
DorauSfe^en, ba^ fie ftd^ unmittelbar miteinanber berül^ren), !ein Sinienftüd 
gtDifd^eneinanber l^aben fdnnen, il^re 2)i|tans alfo = fein mug. 3n htm 
enbUd^en 2)i3fretum bagegen mu^ bie 2)iftans gtoifd^en gtoei ftd§ unmittelbar 
berftl^renben fünften, loie früher ausgeführt, = 1 fein, gtoifd^en gtoei fold^en 
$un!ten liegt alfo ein Sinienftüd. S)a nun eine l^uroe nur in einem inlonfe« 
futioen IRaume möglid^ i% in biefem aber feine fonfefutioen fünfte m5glid^ 
unb bo4 für bie ^loei gemeinfamen fünfte ber Ihtroe unb ber S^angente nur 
baS S}er]^&ltni8 ber ^onfefution t)orau8gefe|t loerben f5nne (benn fonft l^ätte 
bie S^ngente unenbUd§ Diele fünfte mit ber l^urDe gemeinfam), fo fommen loir 
bamit auf eine S^toierigfeit in bem Unenblid^feiti^begriff, bie Don |)rinai^ieller 
SBebeutung ift, auf bie toir aber l^ier nur l^intoeifen fönnen unb nur no4 be> 
merfen tootten, baft l^ier in biefer ©(^^toierigfeit ba« ©el^eimnig ber 3nfinitcfi» 
malmetbobe liegt, loaS loir an einem anberen Orte audfül^rlid^ barlegen merben. 

« M b. n. ©/, 6. 342, S)ef. 16 unb 17. 
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benfbaren geontetrifd^en gftgureti in bent tn!otife!uttt)en S)i8{retutn 
ebenfo gegeben te|)). gebaut loerben !5nnen, tt)te bieS in bejug auf 
ben !ontinuietlid^en SRaum gilt. S)a nun alle bie fiberl^out)! ben!baren 
geometrif$en Ortguren in bent ^ontinuum nur beSl^alb gebadet tDerben 
lönneU; toeil barin alle bie flber]^aut)t ben!baren frummen 3figurcn 
ni8glid& finb — benn btefe fe^cn in le^ter Suftang als JBebingungen 
il^rer äHöglid^Ieit bie Unenbliti^fett ber Stiftungen t)on einem $un!te 
aus unb bie unenbli$e ^ngal^l ber 9launtt)un!te t)orauS, unb U)o 
unenblid^ t)iele 0lid^tungen t)on einem fünfte an(i unb loo eine un= 
enblid^e Slngal^l t)on fünften gegeben finb (mit jener erften SSebingung 
ift bie gleite, nid&t aber umgelel^rt — ögl. barfiber nod& toeiter unten 
— gegeben), ba finb offenbar aud& alle bie flber]&aut)t ben!baren gerab« 
linigen (unb felbftöerftftnblid^ gemifd^ten gerablinig=!rummen) fjiguren, 
alfo au$ alle Qfiguren flberl^au})t, möglich — , unb ba in bem unenb» 
li$en in!onfefutit)en S)i8!retum bie beiben 93ebingungen ber !rummen 
Siguren erfttHt finb, fo finb offenbar audft barin alle bie llber]^aut)t 
benlbaren S^ipten m5glid^, alfo gilt bie fontinuierlid^e ©eometrie 
ttid^t nur l)ringit)iell; fonbern aud& uneingefd&rdnit für benfelben.^ SDic 
ntobernen SJlatl^ematifer, bie bie SDiSlretl^eit beS [Raumes leieren, l^aben 



i'SelBfberpsnMid^ gut bie§ nut {olange, folange man bie formelle 9R5gUd^!eit 
ber nid^teuIUbifd^en Slaumformen nid^t in Setrad^t sielet. Sielet man biefelbe in 
Setrad^i, bann i^ es offenbar, bat in ieber einjelnen btefer SRaumformen nid^t alle 
bie geometrifd^en (S^ebilbe mögUd^ finb, bie in bem allgemeinen euflibif d^en n- (refp 
unenblid^*) bimenfionalen infonfefutiben SRaume benfbar finb (3. %• auf einer ibtgel' 
f[(ldie finb üiele geometrifd^e (S^ebilbe unbenfbar, bie in bem breibimenfionalen eu' 
flibifd^en Slaum be^el^en). 

S)er allgemeine (Sefid^tSpunh, t)on bem aus nnfere beiben tk^^ifd^en (S^eometrien 
aufge^eHi finb, unierfd^eibet fid^ t)on bem allgemeinen ®efid^iS^unüe, üon bem anS bie 
euüibifd^e unb bie nid^teuHibifd^e Geometrie als i^^ifd^e (S^eometrien aufgefteüt loorben 
finb, barin, ba^ in bemfelben bie legten elementaren @eiien beS SlaumeS inm ^ot» 
fd^ein fommen, tofib^^b ber legiere bie fluSbebnungSform beS 9laume8 als ©ansen 
in «etrad^t siebt. 3m er^en SaHe b^nbeli eS ftd^ in le^ter ^nftanj um bie 9(rt, in 
ber ber SRaum aus feinen Seilen aufgebaut ifl, in bem smeiien ffalle bagegen b^nbelt 
es fid( um bie (S^e^alt, in ber ber fftaum als d^anjes in feiner fluSbebnung gegeben 
i^. ^formen genommen finb alle bie nid^teuHibifd^en SRaumformen t)erfd^iebener 
S)imenfion (unb ebenfo euflibifd^e SRaumformen Derfd^iebener S)imenfion) möglid^, unb 
besbalb mfi^te eine umfajfenbe Unterfud^ung aller t^^ifd^en (S^eometrien aud^ bie 
t^fd^en Geometrien biefer 9lrt in ^eirad^t sieben. S)a nun bieS legiere me^rfad^ 
getan loorben ift, fo b<^ben toir in ber oorliegenben Hbbanblung eine loid^tige dt» 
gOnsung biefer Unterfud^ungen ber t^itnfdften Geometrien liefern loollen, aEerbingS 



alfo mit il^ret SSel^auptung ted^t, bag fflr benfelben bte {ontinuter 
lid^e (ober bie geltenbe) Geometrie unetngefd^rfttiEt gilt, ba fte ben« 
felben jugleid^ a(S in!onfe!utit)en unenbUd^en fftaam auffaffen. 



eine (Irgfii^img, bie tne^ al$ (StgAnjimg Vjt, ba fte t^pif^e ^eontetrieit ttmfagt, bte 
t)iel fimbawentaler fittb als bte Bisher bet&ffU^ten. 

^i ft4 ber ^efidbtspnnft nnfeiet (S^eomettteit mit bentjleitigeit bet mi^U 
eultibiMen tne^rfad^ Ireu)t, t^ leidet ettiaufe|eit. dr^ettS ftnb, nne i^ bie§ anber« 
loSttS geaetgt l^abe (betgl. ,9r. b.9R/, 6. 291), bie nid^ienüibifd^ 9lautnfotmen in 
bem bisfeeten enbltd^en 9litnme gar ntil^ ben!6at nnb, toir ffigen ^fixqa (ptt%l. 
barttbet toeiiet unten), fte finb fAtt^avpi in ben ^ftäumm, ffit bie bie btSfrete <S^eo« 
metrte gilt, unmdgltd^. ^tingipteQ nt5gli4 {tnb fie nut in benienigen SHanmformen, 
fftt bie bte fonttnuierlid^e (S^eometrie gilt nnb jioai gilt f&tt^anpt bie fontinuietU^e 
(Geometrie in einer nit^teuüibif^en Slanntfomt ftäs eingef^rftnlt. 

S^ vxui Wtifi^ ni)4 auSbrfidai^ benter!en, ba( i^ in biefer 9b^nblung 
nur bon Slfinmen gefprodften l^obe, bie lüdEenloS finb, b. 1^. in benen e§ leine, fei 
es auSgebel^nte, fei e§ unauSgebel^nte SfidEen gibt. Sttar ntfiffen, loie i4 bieS an 
einem anberen Orte auSfil^rlid^ bargelegt l^abe (bergL ,$r. b. 9R/, 6. 255), bte 
irreellen $un!te im bisfreten fonfefntiben fftaamt leere nid^tfeienbe SüdEen barfteHen, 
bod^ ftnb btefe SüdEen erfienS etnfad^ nnb sioettenS laffen fie fi^ burd^ bie reellen 
9legatton§aIte, bte auterrftumli^ finb, auSfflUen, au^erbem fSnnen biefelben, tote in 
bem erften ^bfd^nitt nad^ge»iefen, auf bem 6tanb^nfte ber reinen BStatl^ematü a(§ 
nid^t beßebenb betrautet toerben, fo ba§ ber bi§!rete fonf e!uH))e 9lanm als ein boQ« 
fommen lüdEenlofer betrad^tet loerben Idnne. ^e IftdEenl^often 9tfinme betrad^te td^ 
überl^au^t a(§ StAume, bie nid^t einmal formell m5glid^ finb; benn man fann ben 
9iaum nur als eine lüdEenlofe Siell^eit (ober fagen lotr meinettoegen SJlannigfattigfeit) 
bon fünften befinieren (fei eS, ba§ bie $unlte als loirflid^ gegebene ober fingierte 
oorauSgefe^t loerben), fo ba^, bem Segriffe ber formellen ÜRßglid^feit folgenb, bet 
lüdEenl^afte IRaum als formell unmSglid^ )u betrad^ten i{t, ba berfelbe umntttel6ar 
gegen bie 2)efinttion beS 9taumeS als fold^e berflö^t (9taumlüdEen loürben auSgebe^nte 
ober einfädle nid^tfeienbe HuSbel^nungen bebeuten unb bem abfoluten 9li4tS als 
fold^em fann bod^ feine Sogil HuSbe^nung tote überlauft irgenbetne anbete bem Ste« 
alen julommenbe @igenfd^aft sufd^reiben). 9htr eine 2Biffen{d(aft, bie aud^ bie fo= 
genannten logtfd^ unmbglid^en (S^egenftfinbe in Setrad^t )5ge (ate B9{etnongS @egen> 
ftanbStl^eorie bieS fein toiQ), fönnte bte lüdfenl^aften 9taumformen in i|te ^omfine 
sielten unb toir überlaffen eS il^r gerne bieS su tun. %>a9 SormeQ'^öglid^e liegt eben 
an ber (S^renje stotfd^en bem Sogifd^^^bglid^en unb bem Sogifdg-Unmbglid^en unb bet 
reinen IDlatl^ematif fann man nod^ erlauben, fid^ bamit ju befd^fiftigen, nur xmi fte 
ftd^ babei oor ber (S^efal^r lauten, baS SrotmeQ^^Iiaglt^e mit bem Sogtf^'Unmbgli^en 
3u bertoed^feln. SBon biefem legieren Sortourfe finb gerabe bte mobemjten SJlatl^ema« 
tuet nid^t frei}uf^red^en (fo gilt bieS in l^olgem ^a^e 3. SB. für ben aud^ an fonjttgen 
logtfd^en Mängeln letbenben $erfu4 ^ab. igtlbetts, bie ^runblagen ber Geometrie in 
umfoffenber aBcije 3U enttotdCeln. SSergl.beffen ,®runblagen ber Geometrie*, 2. ?tuf[., 
1903). 
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S)a^ bagegen für ben !ottfe!uttt)en unenblid^en bisf];etett 9%Qum 
bie fontinuierltd^e ©eomettie ntd^t melgr gilt, ha% Dtelmel^r für bcn- 
felbett ))rinjt))iell bie bis!rete ©eotnetrie, b. Ig. bie ©eomettie beS 
bts!reten enblidgen StaumeS gilt, baiS ift eine Selgauptung, bie ben 
SSerttetern bcr geltenben UnenblidgleitSmatlÖematil auf ben erjien SBItd 
Dielleid&t fel^r paxaboj erfd^einen ttirb, beten SOBol^tl^eit abet unntittet 
bat aus unfeter 9luiSffil^tung Aber ben ))tinjit)iellen $un!t, bet bie 
!ontinuierIid&e ©eomettie t)on bet bisfoeten fd^eibet, einlenktet. S)enn 
menn bie Seile tef)). bie $nn!te beS 0laumeS !on[e!utiD finb, bann ift 
biefet 9taum bi§!tet unb bit)un!tuell, bie einfad^en 2)iftan2en jtoifd&en 
jmeien ftd& betül^tenben ^Punlten eines fold&en äiaumeS (bie itteellen 
3toifd6enj)unlte) mad&en abet, ba pe einfad&e getablinige ßinienftüdfe 
btiben, Itumme ßinien unb bemnadö Itumme geomeltifd&e ©ebilbe 
übet6auj)t in einem folcfien fftaume unmöglid&. @8 ift alfo unjtoeifet 
l^aft, bafe bie bisitete ©eomettie fflt ben unenblid&en bisfteten lonfc* 
lutit)en ?ftaum t)tinai))ien gilt, unb eS ftagt fid6 nut, ob fie füt 
benfelben ebenfo uneingefd&tftnlt, b. )&. in il^tem öollen Umfange gilt, 
tt)ie bieg füt bie lontinuietlidöe ©eomettie in begug auf baS infonfe* 
lutiDe unenblid&e ©i8!tetum bet gfall ift. SBdl^tenb nun in bet @im 
fd^tönfung bet ©eltung bet fontinuietlid&en ©eomettie in biteftem 
©inne bie 3flebe fein lann, b. I^. biefe @infd6tän!ung l^iet nid^t nut 
in tein fotmell'begtifflid&em, fonbetn aud& inl&altlid&em ©inne gilt, ift 
hit^ bei bet bisfteten ©eomettie nid&t mel^t btx {Jall, l&iet bebeutet 
offenbat bie (Sinfd&tftnfung in fotmeH^begtifflid&em ©inne eine (5t» 
meitetuttg in inl^altlidfeem ©inne, ba bie bi8!tete ©eomettie (b. 1^. 
bie ©eomettie be§ enblid^en S)idItetumS) in bejug auf ben 9fleid^tum 
an geomettifdfeen Qfiguten offenbat baS SDiinimum, bie lontinuietlidfee 
bagegen baS SKajimum batfteHt, jene alfo nut ettoeitett, biefe t)et= 
engett toerben lann. SQBdl&tenb nun bei bem in!oftfe!uttt)en ©isftetum 
nut gtoei fpejiette Slaumfotmen ju untetfd^eiben pnb, je nadöbem 
baSfelbe feinet SluSbel^nung (unb nidöt blofe bet 3lnga]&l feinet 
5Punfte) nad& enblid& obet unenblid^ ift unb toöl^tenb biefe beiben 
fjotmen offenbat eine unb biefelbe ©eomettie l^aben, finb in biefet 
^infid&t bei bem lonfelutiöen unenblid^en S)is!tetum im toefentlid&en 
folgenbe btei ft)e3ielle 3laumfotmen ju untetf d^eiben : 

1. ©as unenblid&e lonfelutiöe S)iSftetum iji nut nad^ oben un= 
enblid^, nad^ unten bagegen enblid^, b. 1^. eS ejiftiett nut baS unenb= 
Iid6 ©to^e, bagegen fein unenblid^ fileineS in bemfelben, obet, anbetS 



26 ^XDtntx lXb\ditttttm 

miiAttdl, jebe enblU^e &xidt in biefent 9tattiiie ie^t ans einet 
enblid^ 9[n}a^I Don fünften. Sßir toerben biefe Staumfomt !ut] 
baS nad^ oben nnenblid^ lonfebttioe SHSfretum nennen. 

2) 2)q8 nnenblid^e bmfebitiüe SHstretnnt ifi nur nad^ unten 
nnenbUdft, naäi oben bagegen enblid^, b. 1^. tS eEtßiett nur baS un* 
enbli^ ittetne, bagegen lein nnenbli^ (Sro^ in bemfelben; jebe 
enblid^e @ttedEe in biefent Staume beße^i au$ einer unenbli(6en Xn» 
iüffl Don ^unÜen« 9Sir werben biefe Stauntfomt fut) bas nad^ unten 
nnenblid^e Ionfe!utiDe SHSfretunt nennen. 

3) 2)aS unenblidge fonfefutiDe S>iSlretunt i^ fotool^I nad^ oben 
ttne nad^ unten nnenblid^, b. )§. eS eiißiert in bemfelben fotool^I baS 
unenblidft ®ro^e ttne baS unenblid^ Aleine; jebe enblid^e @tredEe in 
biefent Staunte beßel^t aus einet unenblid^en Stnjal^l Don ^n!ten. 
Sit toetben biefe 9taumfotm hirg baS beiberfeitS unenblid^e !onfe- 
futiDe SHshetunt nennen. 

2)a ttrit nun nod^ bad Seftimmt-llnenblid^e Don bem fd^Iedgtl^in 
ttnbeftintmt^nnenblid&en gu untetfd^eiben l^aben, fo ttntb jebe btefet 
btei ^au^tfomten je 3tt)ei 9le6enformen l^aben. SBir xodUm nunmel^t 
ffit iebe biefet fed^S fonfe!utiDen unenblid^en Staumfotmen untetfud^en, 
ob für iebe betfelben bie bishete ©eontetrte uneingefd^r&nfi gilt obet 
nid^t, unb jioar tt)erben lott bieS gunftd^ft ffit bie btei befttmntt^ unb 
bann ffit bie btei unbeftimmt-unenbUd^en Staumfotnten tun. 

Sßit !ommen nunntel^t bogu, bieS ffit bie etfte einfad^fle unb 
natfirlid^fte Don il^nen aQen gu tun, ffit baS nad^ oben beflimntt-un- 
enblid^e 2>iiS!retum. @8 ift nun leidet feftgufteQen, bat ffit biefetbe 
bie bis!rete ©eometrie utieingefd^rdnft gelten ntu^. 2)ieS tt)oQen toit 
gundd^ft an beut einfad^flen ^eif))iele einer foldgen Slauutforut geigen, 

an bem 93eif))iele einet bteiedigen Sbene. SBie 

, . id& an einem anberen Orte auSffi^rlid^ bargelegt 

.... l^abe, bilbet biefe baS erfte unb einfad^fte Sei« 

* • • • Witt eineiS StaumeS, beffen S)imenfton$an2a]^t 

> 1 ifi, reft). ha^ einfa#e Seift)iel beS gtoet* 

8riö- 1- bimenfionalen bisireten 3laumc8.^ Sie gfig. 1 

geigt ben enbUdgen £eil einet fold^en @bene. @ie befielet aus ein» 
fa^en gleid^feitigen SDreiedEen, b. 1^. auS SDteiedEen, beren @eiten ein« 
fad^e Stementargeraben barfteQen, ba jebeS foldge einfädle 2)reiedC aus 



» „^. b. a»/, 6. 263, unb »dt b. n. (&.", @. 377 unb 353, 4. 
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bet utimtttettQtcn Serül^rung brcicr (reellen) 5pun!te tnitcinonbcr bejicl^t 
ref^)* etitjicl^t. DB fitfi nun bie innere geomctrifd^c ©truKur biefcr @bene 
&nbem lotrb, votnn toxi ftatt ber enbltd^en Slngal^I t)on 9Rittel:pun!ten, 
QU§ benen fte entfielet, eine unenblid^e Slnjol^I t)on folij^en t)orauSfe^en? 
Offenbar ni(i6t im geringflen. S)enn bonn toirb nid&t jcbe reelle ober 
imoginftre ©erabe (xt]p. a^cilgerobe), bie in biefem 9laume befielet, 
nur aus einer enblid&en Slnjal^I t)on 3JiitteIt)unIten (ref:p. ben ent= 
fpredöenben SBcrül^ruttgSentfemunflen) befleißen, fonbern eS toirb baneben 
aud& (gange) ©eraben geben, bie auS einer unenblid^en Slnjal^l t)on 
fotd&en fünften unb SBerfll^rungSentfernunsen befleißen, fie »erben 
ober ate fold&e, obgleid^ unenblidö, il^re geometrifd^e SRatur als ©erabe 
nid&t t)erUeren, Db fie bieS Untere tun, toenn fie fd&Ied&tl^in un= 
Beftimmt unenMid^ »erben, ifi eine Qfrage, bie toir \p&Ux bei ©elegen= 
l^eit ber unbeftimmt'UnenbKd&en Staumfornten ju entfd6eiben l^aben 
tnerben, ba§ fie eS aber, folange fie bejiimmt unenblid^ finb, nid6t 
tun, ifl ol^ne toeiterS flar* S)enn, loie id& bieS an einem anberen 
Drte ausfül^rlid&er gegeigt ^ait, fann fid& bie ©erabe in ben fireis 
folange nid^t umtoanbeln, folangc man fid& in bem rftumlid&en ©e= 
biete beS beftimmt Unenblid&en betoegt, toeil bann bie ßrttmmung 
beS fireifeS nod& immer, tote gro§ aud6 ber uncnblidö große firei§= 
rabtuS geworben ifi, eine befiimmte toenn aud& unenblid&*fleine ©röfee 
barfiettt.^ gg lann alfo bie SBorauSfe^ung, bie beflimmt=unenblid& 
große bis!rete ©erabe toerbe im Unenblid^en gum Areife, nid^t ge= 
mad^t toerben. SQBäre biefe SSorauSfe^ung rid&tig, bann toürbe alfo 
an ber ©renge beS nad^ oben unenbUdgen !onfe!utit)en S)iS{retumS 
eine frumme ßinie auftreten unb bie bisirete ©eometrie toürbe offen= 
bar nid&t mel^r uneingefd&rftn!t für baSfelbe gelten, bann toürbe t)iel= 
ntel^r für basfelbc teiltoeife aud& bie lontinuierlid^c ©eometrie ©eltung 
l&aben, toie ja anbcrS aud& nid^t gu ertoarten ift, ba eine grtoeiterung 
ber bisfreten ©eometrie offenbar mit il^rer teiltoeifen Slufl^ebung iben« 

tifd& ip. 

ffiasfelbe, toaS l^ier für baS nad& oben befiimmt«unenblid6e lon- 
fefutiDe S)iSlretum auSgefttl^rt tourbe, gilt offenbar aud6 für baS nad& 
unten befiimmt«unenblid6e lonfelutiöe Sisiretum. S)enn l^ier !ann 
t)ott einer SSertoanblung ber ©eraben in ben ÄreiS feine Siebe fein, 
ha eine fold^e 93ertoanbtung nur in bem UnenbUd^s©roßen möglid^ 
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i% fclbft ttenn alfo jcbe enbltd^c ©tredfc in bctn fonfeluttöen SDi8= 
!retum aus einer (6eflimmt-)unettbUd6en ^ttjal^I t)on fünften befielet, 
ifl baburd^ in i^rer geontetrifd^en @tru!tur gar nidgtS gednbert, fte 
bleibt aus fonfe!utit)en fünften befleißen, für bie entft)red6enbe bis= 
freie Staumfornt mug alfo bie bishete ©eometrie unetngefd^r&nlt 
gelten. 

®ilt fie nun für bie beiben erjien x^ormzn beS lonfefutiDen be= 
fiimmt-unenblid^en 2)is!retumS uneingefti^ranft, bann ntu^ jte aud^ 
für bie britte uneingefd^ränft gelten, ha biefe ja nur bie unter- 
fd^eibenben 3)ter!male ber beiben erften in ftdg t)eretnigt. O^fir baS 
beftimmt-'Unenbltd^e !onfe!utiDe S)is!retum gilt alfo bie bisirete ©eo» 
metrie uncingefd^rftnlt. 

Db fie bieä aber aud& für baS unbejiimmtsuncnbüd&e lonfefutiDc 
S)i8!retum tut? Sie Slntmort auf biefe Qfrage fd^cint auf beul erjien 
93UdE redgt fdgmierig ju fein. S)enn loenn toir gun&dbft bie einfad^fte 
Ofornt eines fold^en S)is!retumS, biejenige beS nadg oben unbefttuintt- 
unenblid^en einbimenfionalen 9taumeS, in 93etrad^t gielgen, fo fd^eint und 
auf ben erjien Slid unmöglid6 gu fagen, ob fid& ber ÄreiS — unb barauf 
fommt es offenbar an — in htm Unbeftimmt=UnenbIid6en, loenn btefeS 
fonfe!utit)*bis!ret iji (unb nid&t in!onfe!uttt)), in bte ©erabe öerwanbeln 
loirb ober nid^t. S)ag fid^ ber AreiS in bem in!onfe!utit)en nad^ oben 
unbejitmmt'Unenblid^en Slaume in bie ©erabe oern)anbeln voiib, baran 
lann eS feinen Stoßifrf geben, ba in biefem SaHe, toie id6 bieS anbcr= 
märtS gegeigt l^abe^ unb n)te fid^ baS leidet einfel^en Iftgt, bie 
Arfimmung beS Greifes gur abfoluten 3lnU loirb. SDarauS folgt aber 
gar nid&t, ha^ fid& bie ©erabe an ber ©renge beS unbejiimmtsunenb= 
lid^en fonfefutiDen SDiSfretumS in ben AretS t)ertt)anbeln U)irb. 2)enn 
bei jener Umtoanblung beS ÄreifeS in bie ©erabe in bem infonfefu= 
tiöen unbejiimmt'unenblid6en 3laume toar etgentlid^ nid&t baS Un« 
beftimmt=UnenbIid&e, fonbern baS Snfonfefutiöe beSfelben ent* 
fd^eibenb. S)aS Unbeftimmt-Unenblid^e iji babei tool^t baS conditio 
sine qua non, eS ifl aber nid&t bie öoUjiSubige ©ebingung jener 
Umtoanblung, t)ielme]§r iji baS Snfonfefutiöe bie l^ingugefommene 
S3ebingungr bie biefelbe ermögßd^t l^at. S)enn bamit bie Krümmung 
beS fireifeS gur abfoluten JiuH toirb, mu§ bie unenbHd&=fIeine Strede, 
bie bie S)ijiang beS ÄreifeS oon ber ©eraben (als feiner ©renge im 
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Uncnblt(i6en) barftcttt, jur abfoluten 3lutt tDcrbcn fönnen, idqS fic aber 
offenbar, tote id^ bieg anberiodrtS gegeigt l^abe^ in bem {onfe!utit)en 
bisireten ?ftaume nid^t tun fann, tocil ia l^ier jtoei fonfelutiue 5Pun!te 
in einer SDiftanj öoneinanber liegen, bte nid&t = ift. SJBenn nun 
fo au(% ber nad^ oben unbefiimmt»unenblidge !onfe{utiDe bis!rete 9flaum 
bie 8^ontetrifd&e ©trultur ber bislreten ©eontetrte uncingefd^rdnlt 
befi^en ntufe, bann Iftfet fid& baSfelbe leid&t aud^ für bie beiben an= 
beren entft)rcd^enben Slaumformen beS fonfefutiöen uncnblid&en S)i§= 
fretumS einfel^en. 

S33a8 wir nun fo inbireft, burd& bie Setradötung ber Unmögs 
Iid^!eit ber Umioanblung beS AreifeS in bie ©erabe in bem unenb- 
lidöen fonfefutiDen SDiSfretum, nad^geioiefen l^aben, bafe nftmlid& für 
aQe möglid^en f))e3iellen 9%aumformen beS unenbUd^en fonfe!utit)en 
2)i8lretum8 bie bisfrete ©eometrie uneingefd^rftnlt gelten mufe, 
lönnen toir aud^ birelt au8 ber SRatur beS fonfeIutit)en ©iSfretumS 
nad&toeifen. 3n bem lonfelutiDen S)i8lretum als fold&em, toenn t)on 
beffen legten (Elementen unb il^rer Slnorbnung ausgegangen toirb 
(t>gt. iJig. 1), ift offenbar nirgenbs ein fireis ju treffen. Sunftdfeft 
ift bie§ unmittelbar einleud^tenb für baS enblid&e ©ebiet biefer ©le« 
mente (mag biefeS enblid^e ©ebiet felbji in bem unenblid6«lleinen ©e= 
biete beS ganjen 0iaumeS Uegen), toir l^aben aber gar leinen Slnlag 
DorauSjufe^en, ba^ bem anberS in bem unenblid^ großen ©ebiete 
bcrfelben (ref)). bem enbUd&en ober unenblid& großen ©ebiete beS 
ganjen ^Raumes) fein toirb, ba bie Elemente offenbar aud& in bem 
Unenblid^en abfolut biefelben geometrifd^en SSejiel^ungen jueinanber 
bel^alten ioerben. 2)ie SSel^auptung, bag im Unenblid^en bie ©eraben 
eines folti^en SiaumeS ju Äreifen toerben (unb baS infolgebeffen g. SB. 
bie in fjig. 1 bargefiellte breietfige @6ene ju einer gefd^loffenen un« 
cnblid^ großen flugelf(ftd&e toirb), ift eine biefem 0laume ganj frembe 
SSetrad^tung. ®enn nur in einem 0laume, in bem ber ÄreiS als 
3ftgur befielet, l^at eS ©inn ju iti^anpttn, berfelbe loerbe im Unenb= 
lid^en gur ©eraben unb eS muffe besl^alb aud^ umge&l^rt jebe ©erabe 
eines foldften SlaumeS im Unenblid^en ein ßreis fein. Solange loir 
uns alfo fireng auf bem ©oben beS Ionfe!utit)en bisfreten SRaumcS 
aufl^alten, ]§aben toir fein 0led&t, t)on einer toefentlid&en ^nberung 
feiner geometrifd&en ©truftur (bie in biefem fjalle allerbingS nur 
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bie GeßaUform beS fftaumt» att Ganjen, nid^t aber aui^ feine innexe 
geotnetrifd^e @trultur betreffen iD&rbe) 3u f)n:ed^en; xovm toit ober 
anbere Stiutne in Setrad^t }ie]^en, in benen entfpred^enbeS mbgttdi 
ifl, bann feigen toir anä^ ein, ba^ bie iDef^nilid^en 99ebingungen, bie 
bieiS bei il^nen emtdglidften, bei unferem !onfe!utit)en bisfreten 9laum 
eben fel^Ien. 



^ SBemt mm fo bie geoittetrifd^e Sintihtt beS lonfefutiben DUfoetmtiS mt« 
geftnbett bletM, oit^ ttenn bie Wn^l feiner ipimüe unenblid^ t^, fo i^ alfo unfete 
deomeirie mit bem SnftstttiSnmS ebenfo bereinbat, iDie fie bieS bon üome^eiein mit bem 
SimiiSiimS i^. 3n meinem SBetfe (obe i4 bie bisfrete (Seomeirie auf ^rnnb bec 
finüi^fd^en 2)o!trin entnndeli nnb tM ^ bie fnnbomentolen ^mtlte (erboi^den, 
in benen meine 8eioeiSfiltnm(|en umgeanbect toerben vO^, toenn man biefeKe 9eiH 
metrie anf inftni^tif^er 0tnnbIage entnndkln loilL 

3n et^er SReil^e ifl eS ber Sel^ifa« 9 im erften Vbf d^iti beS erßen XeilS (det(|L 
«(Sl. b. n. 0/, 6. 347), beffen ^etoetj^fü^rnng bon ®runb anS umgebet loetben 
nrnft. 2)iefer Se^at lontet: ^Sebet ^mtft in bet urf))rünglid^en anSgebteitetat 
dbene berfi^ fid^ unmittelbat mit fed^S fünften'. S^erfelbe toitb betoiefen ans bec 
Unmbdli^Ieit einet nnenblid^ Xnial^I bet $nn{te im Staunte {%pom 2 toetgb «®L 
b. n. (S^/, 6. 344). 9htn, betfelbe 2e(tfa| l&ik ^^ and^ aus ben bloßen Stid^tnngS« 
betl^filtniffen bet entfpted^enben ^etö^tungSentfetnungen ffil^ten, loie fid^ bieS leiifet 
jeigen lS§i, fo bag bie SRtd^tigleit biefeS Se^tfa^eS unabhängig bon bem gfinitiS« 
mus ifl. 

äBeitet i^ eS bann nod^ Sel^tfa^O ebenfo im et^en »bfd^nitt beS etßen £etls 
(ib. e. 382), % infofetn et bie Unm5glid^!eit beS einfad^en SftnfedES auf 9tvaib 
beS üotigen Se^tfa^eS belauftet, ba^in umaufinbetn ift, ba§ biefeS leitete mdglidt 
toitb; in loeld^em gfafle bann bie Htgumeniatbn sum Sel^tfa^ 1 beS stoeiien £eUeS 
(ib. €. 382), bet bie Umnögltd^feit beS bteiedigen {xt]p. teitaebttf^en) bteibimen« 
ftonalen IRourneS be^au^tet, infofetn fid^ biefelbe auf bie UnmögUd^feit beS einfad^en 
SünfedES gtünbei, auf bie entf^ted^enben dntfetnungSOetl^öItniffe, bie man leidet bitrd^ 
Seted^nung feflfteHen fann, an ^en i^. 3d^ mu§ im 3uf<t^>nen(ang mit biefen 
^uSfül^rungen auSbtüdßid^ bemetfen, ba( bie fftage bet SRögltd^Ieit beS einfad^en 
SfünfedES feine ptinatt)tene 99ebetttung ffit bie biSftete (S^eomettie §ai« 



9lad6bem lotr nun fo na$gen)tefen Igaben, bag baiS !onfe!uttt)e 
9)i8!retum feine geometrif$e @tru!tur ntd^t dnbert, au$ loenn bte 
SaV- fcitt^^ ^Puttfte unenbKd^ toitb, muffen totr nunmel^r untetfud&en, 
ob bte SlnjQl^l ber fünfte in einem fold^en 2)i8!retum loirHid^ unenblid^ 
fein {önne ober ni$t, loir looQen l^ier alfo bie änSgUd^Ieit bet ^nmenbung 
ber- iranSfiniten Sctl^ten auf baS !onfe!utit)e SDis!retum untetfud^en. 

Über trandfintte So^fjÜtn finb jtoei Derfd^iebene S^l^eorien aufge« 
fiettt toorben, Sie erpe t)on il^nen, bieicnige öon Santor, ifl flrenget, 
aber aud^ abftrafter, bie gtoeite t)on il^nen, bieienige t)on S3eronefe, ifi 
toeniger firenge, aber aufd^aulid^er unb !on{reter begrflnbet morben. 
9Bir loerben bie Slnmenbung betber Stl^eorien, juerft berjenigen SantorS 
unb bann berjenigen 33eronefeS, auf baS {onfe!utit)e SDiSiretum untet- 
fudgen, loobei fid^ J^eraudflelfen loirb, ba^ bie beiben Sl^eorien nid^t 
gar fo' grunbt)erfd^ieben t)oneinanber finb, toie il^re Url^eber Med be= 
]^aut)ten, unb bag !eine t)on il^nen auf ba^ !onfe!utit)e 3)ii$!retum an« 
menbbar ifl. 2)a bieS aud^ für bie britte, gmifd^en il^nen in ber 
Snitte ßelgenbe (unb, toie loir feigen loerben, natfirlid&fie unb logifd^efie) 
gilt, fo loirb fid^ unS barauS als @nbergebni8 ergeben, bag bie 9ln« 
gal^l ber ^n!te in bem !onfe!utit)en S)is!retum nid^t unenbtid^ fein 
fönne, n)orau§ toir bann nod^ loid^tige Orolgerungen in begug auf bie 
^uiSbel^nung nad^ oben unb unten bei ben anberen Staumformen giel^en 
iDerben. 

S)ie transfinite Sal^Ienlel^re SantorS bilbet einen Seil feiner all- 
gemeinen tranSfiniten SDiengenlel^re. 

ffien flem ber tranSfiniten ajlengenlel&re SantorS bUbct befannt- 
Ud6 bie ßel^re t)on ben tool^lgeorbneten SWengen, auf ber bie tranS« 
finite 3ol&IenIel^re unmittelbar aufgebaut ift. Sie tool^Igeorbneten 
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SDlcngen btlbcn einen ©pejtQlfatt ber einfad^ geotbneten JUiengen. 
SOSöl^renb in einer einfadfe georbneten SDiengc bie einzelnen ©lieber fo 
gcorbnet finb, bafe jttifd&en je jtoei (Slementcn berfcften eine beftimmtc 
äflangorbnung befielet, toonaä^ bai eine t)on il^nen ben niebrigeren, ba§ 
onbere ben l^öl^eren Slong einnimmt, xz]p. boS niebrigere t)or bem 
]§ö^erem, baS lööl^ere nad& bem niebrigeren gu ftel^en lommt^, finb bic 
Elemente einer mol^Igeorbneten SJtenge no$ ben folgenben jloei fpe« 
giellen 93ebingungen untertDorfen: 

1) 3n jeber tool^lgeorbneten SDienge gibt eS ein bem Slang c 
nad^ nteberfteS b. 1^. erfteS Slement. 

2) 3ebeS @(ement einer tt)o]^Igeorbneten STlenge ^at, falls eS nidgt 
baiS l^fid^fte i% ein nftd^ftl^Sl^ereS b. 1^. bie Elemente ber lool^Ige» 
orbneten SWenge Rnb unmittelbar aufeinanberfolgenb ober, anberS 
ouSgebrüdt, !onfefutit).* 

S)en DrbnungSt^puS einer einfach georbneien SDicnge M (mir be- 
fd6rftn!en uns l&ier nur auf bie einfach georbneten SDiengen, ba bte 
mel&rfadö georbneten !eine t)rinjij)iette SBebeutung für unfere Unter= 
fud&ung l^aben) befiniert ©antor als „ben ?lflgemein6egriff, toeld&er fid& 
aus M ergibt, toenn toir nur öon ber SBefd^ciffcnl^eit ber Elemente m 
abtrainieren, bie Jftangorbnung unte£ il^nen aber bel^altcn'' b. 1&. ber 
CrbnungSt^puS, ben Kantor mit M bejetd^net, ift felbft eine einfad^ 
georbnete SDlenge, bereu (SIemente aber lauter @infen finb, bie bie» 
felbe 0langorbnung untereinanber l^aben iDie bie entfpred&enben 6Ic- 
mente öon M, aus benen fie burd^ 3lbfira!tion l^eröorgegangen finb. ' 
S)iefer Definition gemft§ loirb nun offenbar ber DrbnungSt^puS einer 
ttol^Igeorbneten 5Dlenge, ba beffen Elemente aus (Sinfen bejiel^en, bie 
Don einer erften @ins anfangenb !onfe!utiD aufeinanberfolgen, eine 
Sal^I barßeQen unb gtoar foK er nad^ Kantor bie fogenannte Drbinal- 
ga^I barfteHen, ba, loie er oorauSfe^t, bie toeitere Slbftraftion Don ber 
Orbnung ber ©erneute einer einfad^ georbneten SJienge bie fogenannte 



» »etgl. (S. Santor, »SBeiträge jur «eßtünbunö bct tranSftniten IDlenöcn- 
lel^te" in ^atl^ematiWe ^maUn", »b. 46, § 7, 6.496, «nb «. I&unbtnöton, cThe 
continuum as a type of order» in cAnnals of Mathematics», vol. 6, § 12, 
p. 157. 

2 @:antor, SRatl^ematifd^e Unnalett, »b. 49, § 12, 6. 207, unb 1. S^önflie^, 
„%)it @nt)oidfeIung ber Se^re k)on ben ^unitmannigfaltigfeiten'' im «3a|reSBerid^t ber 
beutfd^en ÜRatl^ematiler^lBereimsund', 8. 9b., 2. $eft, 6. 36. 

» ßantor, SWatlJ. «nnolen, »b. 46, 6. 497. 



Die transfintten Sat^Ien^nnb bas fonfefutice Disfretnm, 



SS 



ÄarbtnQljal&l ober SWad^tigfett ergibt (Santor fiegeid^net fte beSl^alB 
mit M, iDcnn M eine einfadö georbnete aWetige barpettt).^ 

Slm einfad&ften laffen fid^ alle biefe SSegriffe oti Sal&Ien unb Sal^fc 
mengen felBfi ittupricren unb jtoar toenn jebe Sal&Ieinl^eit burd^ il^ren 
natürli^fien unb im ©runbe eingig abftquaten 3le:präfentattten borge* 
fJettt toirb, nftmlid^ burd& ben einfod&en 0launi:pun!t. ©ieS toitt id6 
in ber fjig. 2 tun, bie unS gugleid^ ]p&tn Don großer SBebeutung fein 
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Sig. 2, 

toirb. S)ie SBertiloIreil^en bicfer (^igur ftellen burd& il^re 5Jhtn!tniettgen 
bie 3a]&Ictt 1, 2, 3, 4, 5, ♦ . . . v , . , . (o bar (bie ©trede — -- be» 
beutet baS in$ Unbeftintmte ftd^ auSbel^nenbe ©ebiet ber enbli^en 

3a]^Ien, todl^renb bie ©tredf e ben begrifflid&en 3uf ammenl^ang ber 

3a]^I (0 mit biefem ©ebiet bebeutet). 3ebe fold^e t)erti{ale $un!tmenge 
foQ nun ein Clement ber SDlenge aQer biefer SDlengen bebeuten. 2Bie man 
ftel^t, fteQt biefe ©efamtmenge eine lool^Igeorbnete SRenge bar, benn in 
il^r ijt ein erfteS mit 1 begeid^neteS Stement gegeben unb auf iebe^, 
au^er htm legten mit a> begeid^neten, folgt unmittelbar ein nad^fotgen- 



1 Ib. €. 498. 
$etton{et)ic8, <Sie t^^ifd^en 9eomettietu 
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beil. 96ftral^tert man irait in biefer 9Renge Don ber Sefd^ffenl^eit 
i^tn (Sinnente nnb fagt man febeS Don il^nen als eine einfädle (Stn§ 
auf, fo Ift^ M bie butd^ eine fold^e Xbfhaftion gemonnene 3!fUn%t 
x^p. ber Orbnnngdt^ttS ober bie OrbnungSjal^I ber erfteren als bie 
burd^ bie ^orijontalreil^ ber Ofifi* 2 bargefleffte ^unttmenge auffaffen, 
nnb koir gelangen fo jn einer DoOig fiaren anfd^aulid^ 2)arßellttng 
ber Orbinaljal^I einer lool^Igeorbneten äRenge« 

2)a fi^ nun bei einer enblid^n äRenge (unb febe enblid^e einfad^ 
georbnete Stenge ift jnglei^, toie leidet ein^nfel^en ift, eine tool^Ige^ 
orbnete Slenge) ber OrbnungSt^uS berfelben nid^t ftnbert, man möge 
bie gegenfettige €tellung il^er Stemente mie immer änbem, fo 
entftmc^t einer unb berfelben enbUd^en Aarbinaljal^I ftets eine unb 
nur eine enbttd^e Orbinal^al^L dagegen dnbert ftc^ ber OrbnungS- 
t^pttS einer unenblidgen Slenge, loenn il^re Stemente in eine öerftnberte 
Stettung 3ueinanber 3U flel^en fommenS fo bag einer unb berfelben 
unenbli^en Aarbinaljal^I (bie Harbinatjal^I ift ja il^rer 3)eftnition 
gemftg Don ber Orbnung ber (Elemente unabl^Angig) unenbtic^ Diele 
Orbinalgal^Ien entfpre^en. SDe bie unenbli^ Dielen tranSftniten 
Orbinaljal^ten, bie }u einer unb berfelben tranSftniten Aarbinaljal^I 
gel^Sren, bitben ein einl^eitli^eS }ufammen]§ftngenbeS &tjlftzm ober eine 
tranSfinite Sc^^t^nüaffe. Unb gtoar bilben aSe bie unenbli^ Dielen 
tranSftniten Orbinatjal^ten, bie aus bet Heinßen Don il^nen, loetd^e bie 
(Sefamtl^eit a|Ier enbtid^en Orbinatjal^Ien barftettt unb bie Santor mit 
(0 bejeid^net, l^erDorgel^en unb loeld^e ber äRftd^tigfeit ber (Sefamtl^eit 
aSer enbli^en Orbinaljal^Ien (ober ber äRft^tigleit Don co) entfpred^en, 
bie erfte tranSfinite 3o^IHöffe ober bie Sal^tenHaffe n [bie S^W^- 
üaffe (I) umfaßt bie enblid^en Orbinatgal^ten]. @o foQen toeiter alle 
bie unenblid^ Dielen Orbinaljal^ten, bie ber 9Jldd^tig!eit ber ©efamt- 
l^eit aller Saluten ber Sal^IenHajfe (II) entfpred&en, bie Sal^Ienflaffe (III) 
bilben uftt). in infinitum. Sd^Iie^K^ foQen aQe bie fiberl^au^t 

^ S)er CtbnitngSt^))itS einer SRenge untb na4 (^ntot nt^i GeSnbett, loeim 
t^re (Slemente bei il^tem Crtdioe^fel nur fol^e Umfotmungen etfol^ren, toel^e fld^ auf 
eine enbli^e ober unenbli^e Sfolge ton (degenfeÜiGen) £tan8))ofttionen ton je gtoet 
(Elementen sutfidfü^ten laffen. 9ei einer (befHmmien) enbltd^en SRenge finb bie ent« 
f))re4enben Umformungen fietS t)on biefer Kri, fo ba^ ber Orbnun0§tt)))tt§ einet enb* 
li^en SRenge fieiS nngeftnberi bleibt. f8t\ ben nnenbli^en SRengen ift bieS ni^t 
me^r ber SfoH unb bal^er bie entf^nred^enbe ^nberung beS £)rbnunG§tt)))u§; t>txiL 
a:antor§ ^SRitteilungen 3ur Se^re Dom XranSfiniten' in i,8eitf4nft fttr ^l^ilofopl^ie 
unb ))|ilofo|)|if4e ftritif, m. 91, 6. 96, 7. 
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ben!6aren enbUd^en unb tranSftniten Orbtttaljal^ten, il^ter ®töge nadg 
georbnet, eine le^te tool^Iflcorbnete Jülcngc, bte fogenannte Sülenge W 
bilben, bte aber nad^ ^antox !einen £)tbnunsSt^))uS unb bemnad^ feine 
2Ää(i6ti8fett ntel^r befi^cn fott. 

SUad&bem toir unS fo mit bem SBefentltd&en unb für unfere Unter» 
fud^ung Unentbel^ttid^en auS ber ttanSftniten Sc^^Ienlel^te @antotS 
6e!annt gemad^t l^aben, mUtn tt)ir nunmel^r bie 9JlögIt(j^!eit ber Sin- 
toenbung berfclben an baS fonfefutiDe SiSfretum unterfud^en. SQ8ir 
merben bieS an ber erften einfad^ften {^orm beSfelben, an bem nadö 
oben unenblid^ fein foQenben S)iiS!retum, Dornel^men, meil fidg bie 
baran gewonnenen 9lefultate fel^t leidet aud^ auf bie übrigen O^ormen 
übertragen laffen. SDaiS einfad^fle SBeifpiel bes nad^ oben unenblidden 
lonfelutiöen SDiSiretumS ift offenbar eine gerabünige ^Punltenmenge, 
beren ^PunÖenjal^I gleid6 ßantorS «> ift refp. fein fott. SBir fietten 

jte in ber gig. 3 bar, toorin bie ©tredCen — — — unb bie 

il^nen in ber O^ig. 2 gegebenen SBebeutungen l^aben. S)a nun eine 
fold^e ^unltenmenge ber ä^orau^fe^ung gem&^ aus lauter !onfe!utiDen 



(I) 

— • 



gfifl. 3. 
(0 V 4 3 2 1 

»ig. 4. 

5Pun!ten befielet, fo entfprid^t jebem eingcinen il^rer ^ßunlte, Don bem 
mit 1 begeid^neten angefangen, eine befiimmte Drbinalgal^t aus ber 

tool^lgeorbneten aJlengc enblid&er Drbinalgal^Ien 1, 2, 3, 4, v, . . . , 

tt)ic bieg aus bem SBergleid^ ber gig. 3 mit gig. 2 Icid&t eingufel^en 
ift. S)em legten in ber UnenbUd&!eit Uegenbcn 5PunIte biefer ajlenge 
entft)rid6t bie Hcinfte tranSftnite Drbinalaal^I, toeld^e bcn Drbnung8= 
tt)p]i^ jener SDlenge aller enblid&en Drbinaljal^Ien barjlettt, alfo bie 
Drbinaljal^I co. 

®ie geometrifd6e aWenge ber gig. 3, bie fo ber aritl^metifd^en m^U 

georbneten Sülengc 1, 2, 3, 4, v, ö> entfprid&t, ifi offen= 

bar fetbfi eine tool^Igeorbnete SKenge, ba fie in folgenben ßigenfd^aften 
mit i^x überein jiimmt: 1) pe l^at ein erjleS ßlement, es ift ber ber 
Drbinatgal&t 1 entft)red^enbe ^Junft; 2) j|ebeS il&rer Elemente l^at ein 
il&m unmittelbar nad^foIgenbeS, fo tote auf jebe enblid&e Drbinatjal^I 

8* 
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eine näd^ji]^5l6ete tefp. näd^jigtöfeete folgt; 3) bet bet Dtbtnatäal^I 
(0 entf))red^enbe $unlt Hegt ebenfo au^erl^alb beS ©ebtets ber ben 
enblid&en Drbtnalgal^tett entft)red&cnben ^Putifte, b. 1^. er Kegt in bejug 
auf ben ^Punlt 1 in unenbüd^et, toäl^renb iebet einet enbtid&en Drbi= 
naigal&t entfpred&enbe 5Punft in enblid^er Entfernung öon biefcm 5PunIte 
liegt, mie bie Orbinalgal^t a> augerl^alb beS ©ebiets enblid^er £)rbinal= 
jal^ten liegt, b. 1^. in bie Sleil^e berfelben gar nid^t l^ineingel^ört. 9luf 
®runb biefer brei ööDig üBereinjiintmenben ®igenfd&aften la^t ftd6 
a(fo bie geometrifd^e tbol^Igeorbnete SÄenge ber gig. 3 ganj tool^I unter 
ben Segriff ber aritl^metifci^en tool^lgeorbneten SKenge 1, 2, 3, 4 . . . v 

ö> fubfuntmieren unb biefe festere alfo auf bie erjiere toenigjiens 

formeö gang tabeltoS antoenben. Sie geometrifd^e tool&lgeorbnete 
SDlenge ber gfig. 3 l^at aber getoiffe 6igcnfd6aften, burd& bie fie fid^ Don 
ber entfpred&enben aritl^metifd&en tool^tgeorbneten SDtenge toefentlid^ 
unterfd^eibet, fo bag baburd^ bie ^nloenbung beS ädegriffs ber le^teren 
auf bie erjiere gu SBibcrfprüd&en ffll^rt, bie bie tranSpnite Söl&Ientel^re 
@antorS nid^t gu fibern)inben Dermag, fo ba^ tt)ir baburd^ gu gemiffen 
funbamentalcn Umbilbungen biefer Seigre genötigt finb, burd^ bie aber 
bie eigentlid&en aBiberft)rüd&e be§ Unenblid^en nur bejio offenlunbigcr 
gutage treten. 

S)er erfte unb gugleidg ber begrifflidg primäre Unterfd^ieb gtoifd^en 
ben beiben Slrten ber tool^Igeorbneten SÄengen bepelzt barin, ba§, 
to&l^renb beut l^bddften (Stentente (o ber aritl^metifd^en loolglgeorbneten 
3Kenge 1, 2, 3, 4, . . . . v . . _ co (ebenfo toie bem erften ©lentent 
berfetben) fein foId&eS unmittelbar borauSgel^t — ba eS leine größte 
enblid^e Drbinalgal^t gibt unb nad6 ßantor co — 1 (ref}). co — v über= 
^avi)ft) gteidS ö> fein fott — , bem l^öd^jien Elemente ber entft)red6enben 
tool&lgeorbncten geometrifd&en 3Jlenge ber fjig. 3, b. 1^. bem ber Drbt= 
nalgal^I co cntfpred&enben ^Punlte, unmittelbar ein fold^er öorauSgel^t, 
ba ja biefe SÄenge ber SBorauSfe^ung gemftfe auS lauter Ionfc!utit)en 
fünften Bejiel^t 

S)er gtoeite aus biefcm erjien unmittelbar fid& ergebenbe nid&t 
minber toi^tige Unterfd^icb befielet barin, bafe, toSl^renb bie Umlel^runa 
ber aritl^metifd^en tool^Igeorbneten Jülenge 1, 2, 3, 4 . . , v, . . . ö>, b. I^. 
ber entfpred&cnbe inöerfe €rbnung8t^})uS *ö> + 1 unmöglid6 ift — toeil 
bem ©liebe co in biefer Sülenge fein ©Keb unmittelbar DorauSgcl^t^ — , 

1 SBergl. «. Sdjönffte^, ^Sa^tcSBett^t ber bcutf^cn SWatJcmatilcr-SJcreintgung", 
$b. 8, ^eft 2, €. 36. 
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bte Um!e]^ruttg Bei bet entfpted^enben geomettifd^ett tool^tgeorbneten 
SDlenge offenbar möglidg tft, bettn l^ter gel^t bem ber Orbinalgal^t o> 
entf})re(i&ettbcn 5Punfte unmtttcttat ein Qnberct ^Putift öoraus ufto. 
3)ic Sig. 4 ftettt btefc Umlel^runfl ber geomctrifd^cn Sülcnge ber 
gftg. 3 bar, itibem bartn ber ber Drbinalgal^t co entfpredSenbe 
$un{t ber legieren ber Orbtnatjal^t 1 entf))rtd6t unb umgefel^rt ber 
ber Drbtnalgal^I 1 entf))redgenbe $un!t ber Orbtnalgal^I a> in tl^r 
entf))rt(i^t. ^uf ©runb beS erflen iDefentUdgen Unterfd^tebS jlDtfd^en 
ber aritl^mettf^cn too^Igcorbneten 3Äenge 1, 2, 3, 4 » . . . v . . , . w 
unb ber entfpreddenben geometrifd^en mol^Igeorbneten äJlenge ber 
Oftg. 3 erl^ebt jtdg bte tt)td^tige S^rage, tt)aS fär einer Orbinatjalgl ber 
bem legten cos^nHe biefer le^teren 37lenge unmittelbar borauSgel^enbe 
?Pun!t entfprtd&t? Sluf biefe {J^^ge finb offenbar nur folgenbe bret 
SlntlDorten mögüd^: 1) enttoeber entfprid^t biefer 5punft einer t)on ben 
(0 DorauSgel^enben Drbinalgal^Ien ber obigen tool^Igeorbneten aritl^me- 
tifd^en äRenge, atfo einer enblid^en Drbinalgal^t ; ober 2) biefer ^unlt 
entfpridöt ber Drbinaljal^l co fetbfi; ober 3) entf})rid(|t biefer 5Pun!t 
einer giDifdgen ben enblid^en Orbinaljal^Ien unb ber Orbinaljal^l co 
Kegenben Drbinatgal^l, atfo einer Don co Heineren tranSfiniten €rbi- 
binalgal^t. 

2)ie erfte ^ntmort ift an unb ffir ftd^ bie natfirlidgfie, loeit fie 
fidd unmittelbar aus ber DorauSgefe^ten 9latur ber geometrifd^en 3Jlenge 
ber gig. 3 ergibt. Senn ber SBorauSfe^ung gemäfe fott ja bie Sln= 
gal^I aller bem legten ö>=5ßunft biefer SÄenge borauSgel^enbcn 5Punfte 
gteidö (o fein, toorauS ol&ne toeitereS folgt, ba§ jebcr biefer ^Punfte 
ebenfo einer enbtidgen Orbinalgal^I entfpred^en mug, loie bie ber £)rbi= 
nalgal^I co borausgel^enben Orbinalgal^ten aKe enbtid^ finb. 9lber ob- 
gleidg biefe erfte ^ntioort bie natfirlid^fie ift, ift fie bodg gugleid^ bie 
unmöglid^fte, loeit fie einen unmittelbaren äBiberfprud^ in fid^ entl^&It. 
S)enn toenn ber bem co=5PunIte ber geomctrifd&en Sülenge ber Sig. 3 
unmittelbar DorauSgel^enbe $unlt einer enblid^en Orbinalgal^I ent" 
f})rid6t, fo bebeutet baS nid^t mel^r unb nid6t toeniger, als bafe bie 
Slngal^I ber bem co^^punfte öorauSgel^enben 5Pun!te jener Jülenge eine 
enblid^e ift, toorauS folgen müßte, bafe bie Drbinatgal^l co felbji enb= 
lid^ ift, toaS ein offenbarer aBiberfl)rud& ift.^ Siefe erfte 3JlögUd&!eit 

^ .S)tefer 2Btbetf))ru4 enif))tt4t bem fogenannten äBibetfl^tud^e ber unenbU^en 
Sdffi, bem erften ®runbti)iber())tu4e be§ UnenbUd^en. ^ergl. barüber «$r. b. W.', 
€. 195. 
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tfi alfo ganj auSgufd^Itegen, menn @antorS ttanSfintte Bal^tenlel^re 
auf bais !onfe!uttDe unenblidge 2)i§!tetum iDtbetfptud^SloiS angett)anbt 
toctben foll. 

3)te }tt)ette 9lnttt)ort fd^eint bagegen bte ein}tge legttttne ju fein, 
toenn man auf betn SBobcn bcr tratiSfintten Sö^t^ttlel^re ®antor8 
jlcl^t. ^cnn ba bte fleomctrifdöe SÖlenge ber gig. 3 umfel^rbar ift, 
fo tft es tatfäd^Iidö in Bejug auf biefe SDlenge einerlei, 06 wir in bem 
SluSbtud ö) — 1, bie bie nad6 SBegnal^me eines 5PunIte8 aus biefet 
SÄenge übrigbleibenbe SKenge batfteflt, biefen ^Punlt als ben Slnfang8= 
ober als ben bem SnbpunHe berfelben 37lenge borauSgel^enben $unlt (ba 
ber ßnbpunft fetbft nid6t ju ber 5Pun!tmenge gel^ört) Betrad^ten, fo bafe 
alfo, toenn, toie ßantor Bel^auptet, co — 1 = co ift, ber htm @nb})unftc 
o> in jener äJlenge unmittelbar DorauSgel^enbe $un!t tatf&dglid^ 
toieberum nur ein a)=5punlt fein fönnte (b. ^. bie Slngal^l aller il^m 
t)orauSge]^enben fünfte toärbe loieberum a> fein), Sluf ©runb beS» 
felben Arguments mfi^te bann aber aud^ ber biefem unmittelbar 
öorauSgel^enbe 5Pun!t toieberum ein a)=5Punft fein ufio., fo bafe 
fiberl^aupt jeber bem @nb))un!t a> jener 9Jlenge DorauSgel^enbe, in enb» 
lid&er ©iftanj bon il^m fid6 befinbenbe 5ßun!t toieberum nur ein ö)- 
5punlt toSre. 

Solange toir nun bei ber geomeirifd^en fonfefutiöen JDlenge 
erfier Drbnung Derbleiben, liegt !ein SBiberfprudö in biefer Slnttoort, 
toenn bie aÄöglid6!eit einer fold^en unenblid&en fonfelutiben SRenge 
flberl^aupi DorauSgefe^t toirb (toaS biefe ]&^})ot]§etifd5e 6infd5ränlung 
bebeutet, werben toir erfi ft)Ster feigen), ©obalb toir aber eine gco^ 
metrifd&e lonfelutiöe SDlenge gtoetter Drbnung in S3ctrad&t gtel^cn, 
ffll^rt bie SBorauSfe^ung, auf ber bie gtoeite Slntioort berul&t, gu offen* 
!unbigen SBiberfprüd&en, bie fid& (allerbingS nur öorlSuftg) nur burd^ 
eine iiefgel^enbe Umbtlbung ber tranSfiniten Söl^lenlel^re Kantors t)cr= 
meiben laffen. 2Bir betrad^ten alfo nunmel^r eine geometrifd&e tool^I^ 
georbnete 50lenge, beren lefeter, in ber Unenblid&feit liegenber 5ßunft 
ber Drbinaljal^l ö>*2 entft)red&en foll. SDie gig. 5 ftellt eine fold&e 

5Punftmenge bar: hk ©tredCen unb l^aben in 

biefer fjigur bie il^nen frül^er gegebenen 93ebeutungen. 

SBenn nun bie jloeite Slnttoort auf bie oben gefteHte ^ragc, 
refp. beren SBorauSfe^ung, ricfitig loSre, fo liefee fid& bie 5PunItcn= 
menge ber gig. 5 überl^aupt nid&t fonjiruieren. S)ie SJiöglid&feit biefer 
^Punftenmenge fielet aber öon Dornel&erein feft. SDenn toenn bie bc- 
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afiß. 5. 

fltmmt unetibtid^e, bet Dtbinaljal^l ö> (ref}). «> + 1) entfpred&enbe 5punftet!= 
menge ein te^teS ©lieb, b. 1^. einen @nb))unlt in ber Unenbltd^feit l^at, 
bann !5nnen biefem ^Punfte offenbar — unb bieg ift bei ber f onf e!utiben 
Slaumform um fo einleud^tenber, ba l^ier !ein tt)efentlid^et Unterfd^ieb 
jtoifd^en Slnfang unb @nbe einer unenbüd^en ©tredc befielet — toeiterc 
5ßunfte unb alfo eine unenblid^e Slngal^I t)on fold&en l^tnjugefflgt 
toerben. Stellt nunmel^r bie 3JlöflKd6!eit einer fold&en ^ßunftenmenge 
t)on Domel^erein feji, fo läfet ftd6 leiddt a^iflcn, ba§ bie ©runböorauS» 
fe^ung co — 1 refj)^ co — v fei = w, aug ber jt(i& bie obige Slnttoort 
ergab, fid6 nid&t mel^r f ejil^atten täfet, toenn bie ^Punltenmengc ber 5ig. 5 
fonjiruiert »erben foß, Senn toenn jeber in enblid^er S)iftanj bon bem 
legten ber Orbinaljal^t a> entf))red^enben fünfte ber geometrif$en 
9Äenge ber 3^ig. 3, bie offenbar ben integrierenben SBeftanbteil ber 
5ßttn!tenmenge ber gig. 5 bilben muß, liegenbe ^Punlt ebenfo ber Drbi* 
naljal^t a> entf))ri$t toie il^r legier $un{t, bann !ann, loenn bie $un!t= 
menge ber ^ig. 5 mogUd& fein foß, offenbar !ein biefem festeren in 
ber 5Pun!tenmenge 5 nad^folgcnbe ^ßunlt ber Drbinatgal^I co mel^r 
entf|)red6cn, ba fie ben Drbinaljal^Icn w+l, ö) + 2, ö> + 3... 
CO + V unb f(i&Iie§H(i& co*2 entfpredöcn muffen. 3fl bem nun fo, bann 
ergibt jtd6 eine mer!tt)ürbige ©d^toierigleit, bie nur burdö baS Ratten« 
laffen ber ©runbDorauSfe^ung, toonad^ w — 1 xt\p. 0) — v gteid^ 0) 
ijl, Bel^oben »erben !ann, 3)enn locnn ieber 5pun!t, ber bem legten 
5punfte ber erflen befiimmt=unenbKd6cn ©trecfe in ber {Jig. 5, öon 
mit 1 bejeid^neten 5Punfte angefangen, DorauSgel^t, ebenfo toie biefer 
ber Orbinatjal^I w entfprid^t, bann lann offenbar jeber biefer 5Pun!te 
mit gleidgem Siedete als ber te^te in biefer 9D^enge betrad^tet »erbeU/ 
b. % in ber bcftimmt»uncnblid&en ©trcdCe gioeiter Drbnung ber 5ig. 5 
gibt eS in ber mittleren ?ftegion leinen befitmmten 5Punft, ber ben 
legten 5ßunlt ber erften Sülenge erfter Drbnung unb ben 2lnfang ber 
jtoeiten Sölcnge crfler Drbnung in biefer 3Äenge barfietten toürbe, 
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voai nt^tS anbereS bebeutet, aü bag eS fiber]^Qtt))t leinen fold^en gibt 
(benn et mfigte offenbar ein befKmmter fein), tooxaM folgte, ba% bie 
$un!tenmenge ber Ofig- ^ f^Ibß unmbgtidg to&re. 3Jlan !Qnn bieS 
Qudg anber§ unb fdg&rfet auSbtflden: xft lebet beut fünfte co üotauS* 
gel^enbe $un!t fetbft ein co'^unH, fo mu§ Qu$ jebet bem (legten) 
cos^Punft nad&folgenbe ^ßunft ein co=5punIt fein, benn jebet a)=5pun!t, 
bem ein anbetet (i>»$unlt DotauSgel^t, ift ja in bejug auf ben leiteten 
felbp ein nad^folgenbet 5Punft, alfo iji in bet mittleten Siegion ber 
5Pun!tenmenge bet gig. 5 Jebet ^Junlt ein co=5PunIt, ein co + 1= 
tefp. (ö + vs^punft fomit unmigUd^ unb biefe 5ßunftenmenge fettjl 
aU ©anjeiS unmSglid^. 

2)iefe @(i^n)ietig!eit tdgt ft$ offenbat nut )o belieben, loenn bie 
©tunbDotauiSfe^ung, Don bet loit ausgingen, bag n&mitdg co — 1, 
teft). ö) — V = (0 iji, füt falfdft etßfttt toitb unb alfo co — 1, w — 2, 

CO — 3, ö) — V, ... fftt Don CO betfd^iebene, Don il^t Heinete 

unenbtidöe Söffen etflätt toetben, toie co + 1/ <«> + 2, co + 3, 

CO + V, .... Don CO Derfd^iebene Don il^t gtöfeete unenblid^e Sc^Wti 
finb. SBitb bieg DorauSgefe^t, bann Detfd^loinbet bie obige ©d^loietig» 
!eit Don felbft. 3)enn bann gibt eS in bet jpunftenmenge bet gig- ^ 
einen ganj bejiimmten 5Pun!t, bet baS (gnbe bet etflen SKenge etjiet 
Dtbnung unb ben 3lnfang bet gleiten SDlenge etjiet Dtbnung batin 
batfteQt, ba in bet SBotauSfe^ung eines foldgen fünftes !ein SEBibet^ 
fDtucö mel^t liegt (felbjtDetftftnbttdd iji l^iet nut Don einem co=5punfte in 
fejigejieUtem atitl^metifd^en @inne bie Siebe), toeil ja bann jebet bet il^m 
DotauSgel^enben, in enblidget 2)ij)an} Don il^m ftdg befinbenbet !ßun!te 
einet bet SoXfU^ co — 1, co — 2, co — 3, . . . co — v, .... entf|)tid&t 
unb alfo jebet bet il^m nad^fotgenben ebenfo in enbU(i^et S)ijian3 Don 
il^m fid& bepnbenben 5PunIte einet bet Sohlen co + 1, co + 2, co + 3, 
CO + 4, .... CO 4- V, .... entf})tid6t unb bemnad^ bie ^Punltcnmenge 
bet Ofig* ^ gttnj lool^t mbgtidg iji. 

@o l^dtten toit alfo biefe ©d^ioietigleit, bie fidg aus bet 9(n- 
toenbung bet ttansfiniten Söl&len ®antot8 auf bie geomettifd&en 
lool^Igeotbneten SRengen etgibt, butd^ bie SBotauSfe^ung ttanSfinitet 
Sal^Ien Don bet {Jonn co — 1, co — 2, co — 3, . . . . co — v, .... 
oßdlxä) fibettounben. Um biefe leiteten Sorten gu etmögtid^en, 
mügte nun eine tiefgel^enbe Umbilbung bet ttanSfiniten 3<^^tenle]§te 
@:antot9 Dotgenommen D}etben. S}on ben beiben ©tunbDotauSfe^ungen, 
auf benen biefe Seilte betul^t, bet SBo'tauSfe^ung bet Dtbinalgal^l co 
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als ber ©efamtl^ett allet enbltd^en Otbtnalgalgtett unb bet 93orau6= 
fe^ung ber ©letdgl^ett ber SleUmettge einer utienbttd^en ^Jlenge mit 
bem ©anjen ber JDlenge, mu§ nStnli^ biefe gtoeite aSorauSfe^uttg faHcn 
gelQffcn werben, menn bie SDlöglid^Ieit ber obigen Drbinaljal^Ien gu« 
getaffen toerben fott. 

SDq§ nun biefe jtoeite JBorauSfe^ung fallen getaffen tocrben !ann, 
b. if. ba% fie Don ber erfien S3oraudfe^ung ber 3c^^I ^ unabl^&ngig 
\% ift leid&t nad^jutoeifen. 3<ä& toitt bieS gunftd&fi an einem a3eif})iele 
Derbeuttid^en. ^lel^men tt)ir bie ©efamtl^eit aQer enblidgen £)rbinal= 
gal^ten, toic fie, il^rer ®rö§e nad6 georbnet, bie mol^Igeorbnete Sülenge 
t)on bem £)rbnungSt^t)UiS (o bilben: 

A, <u, O/ Tt, ö, U, • • • « V, • •••••• 

unb Dergteid^en fie mit ber ©efamt^eit aller geraben enblidgen Or- 
binatgal^Ien, bie, il^rer @rSge nad^ georbnet, nad^ S^antor loieberum 
eine tool^tgeorbnete ÜJlenge Dom OrbnungSt^puS (o bilben: 

2, 4, 6, 8, 10, 12, 2 V, 

S)iefe festere tool^Igeorbnete SDlenge fott alfo nad& ßantor biefetBe 
Slngal^I Don Elementen toie bie erfie SDtenge Befi^en, toeil iebem (Sie* 
mente ber erften SÄenge ein fold^eS in ber jtocitcn SDlenge entfprid&t, 
toeil in ber unenbtid&en 50lenge atter enbUd&en Sollten iebe S^l^I eine 
jtoeimal Don il^r größere l^at. 3)a aber atte Elemente ber jtoeiten 
3Wenge in ber erjien Jülenge aud& Dorlommen, fo Bilbet fie offenbar 
eine Steilmenge Don il^r, alfo toürbe eine SEeilmenge biefelBe Slngal^I 
Don Elementen entl^alten loie bie gange SKenge. SBie man l^ierauS 
fielet, befielet baS ©Icid&l^eitSfriterium ©antorS in begug auf bie Dr= 
binalgal^Ien (er bel^nt basfelbe bann aud^ auf bie ^arbinalgal^Ien aug, 
toaS uns l^icr icbod& nod6 nidöts angelet) in bem einbeutigen @in= 
anberentfpred^en ber Elemente gtoeier unenblid&en SÄengen 
nad& irgenbeinem Befonberen SSerl^ättniS in bem biefe @Ie= 
mente gueinanber jlel^en. 

Slufeer biefem ©teid&l^eiishiterium für bie uncnblid&cn SDlcngen nun 
läßt ftd6 aber offenBar nod6 ein anbereS mit ebenfold&er Sered&ttgung 
beulen. Safe bie gtoei oBigen unenblid^en Jülengen im ©innc ©am 
torS einanber glcid& (refp. äl^nlid^) pnb, iji ungioeifell&aft- @S lann 
aber bie 5rage erl^oBen toerben, oB nid&i baSjenige Kriterium, bem= 
gemäfe eine unenbUd^e SJienge als Sleilmenge einer anberen unenb= 
ttd&en Jülenge gu Betrad^ten ift ober nid&t, ob biefeS ßritcrium, auf 
bem ia fd6üe6Iid& baSjenige ®antorS, inwiefern baSfelBe bie ©leidö= 
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l^ett }tDtf(i&en betn ©angen unb htm Seite flatmett, betul^t, m$t 
als ®Ieid^]^ett9!rttertum ffit bte unenbltd^en ÜJlettgen btetten fönnte? 
Unb tatf&d^Udg lann baSfelbe gang gut aU foIdgeS gelten. 2)tefem 
firttettunt gemö^ loütben jtoet unenblt(ä&e aWcngen nur bann 
flletdö fein, toenn fie (quatitatit)) biefelben ßlemenie ent« 
l^alten, fo ba% biefent Ariterium gentd^ bie beiben obigen ÜRengen 
nid^t gteidg fein tDfirben, Dietmel^t tt)dre bie etfie äRenge bj))):pelt fo 
gro§ toie bie jtoeite, b. 1^. bie Stngal&I ber ©lemente in ber etflen 
9Jlenge niftre atoeimal fo gtog aU bie Slngal^I ber Stentente in ber 
jtoeiten aJlenge. SBenn bie unenbüd6en SÄengen gejfil&lt loerbcn 
foKen, mfigte, um biefeS ©leid^l^eitshiterium anloenben ju !önnen, 
bie qualitative Sefd^affenl^eit ber @(emente in ädetrad^t gegogen loerben, 
bieg müßte aber gleid&fam öor bem ?lbfira!tion8proge§, burd& ben bie 
Drbinatgal^I im ©inne ©antorS entjiel&t, vorgenommen toerben, um 
fefiguftetten, oB bie beiben SWengen biefeften (gtemente entl^alten ober 
nid)t, bemgemäß fie einanber gleid^ ober Derfdgieben Doneinanber ftnb, 
toeldge ®Ieid^]^eit ober SSerfd^iebenl^eit bann einfad^ auf bie ent^ 
f})red5enben Drbinalgal^ten gu übertragen toftre.* 

^ S)a6 man ein foI^eS Ü^Ieid^^eitSfritetinm für bie unenblt^en SRengen auf« 
ftellen fann, ifl minbeflenS tUn\o ttlauUf tote eS erlanlbt ift, baS (Slei^^eitSfriterium 
(SantorS fftr biefe SRengen aufanftellen. 3ur ^efrfiftigung biefer 93e]^au|>tun0 Iberufe 
id^ nti4 auf Kantor felbft, ber in feinem ^fuffa^e ..Sl'^tttetlungen pix 2el^re t)om 
transfiniten' („8eitf*rlft f ör ^l^tlofortte nnb »)]6tlofo»)W*e Äritif, »b.91, 6.123,4) 
baS t)on il^m aufgefteOte (Slet^l^ettSfrtterium nid^t gleid^bebeutenb mit ber lBe(an))tuttg, 
irbag ben !onIreten Mengen M unb M' (loobei M bie gange unenbUd^e SRenge unb 
M' eine Xeilmenoe Don tl^r begetd^net) eine unb biefelbe ^Realität gulomme', fein lö^, 
ia er gibt fogar inbireh bie SRSgli^fett beS gtoeiten ^leid^l^eitSlriteriumS in, inbem 
er fagt, ba^ „ber alte, fo oft toieberl^olte Sa^: «Totam est majas sua parte» 
ol^ne SSetoeiS nur in begug auf bie, bem (Sausen unb bem Seile sugrunbe liegenben 
(SntitSten sugeftanben toerben' borf. ^el^r als bieS toin aber aud^ unfer (&ldfy 
l^eitsfriterium nid^t: ^att bie etnbeutige ^uorbnung ber (demente einer unenblid^en 
^enge unb il^rer Teilmenge gum ®Ietd^]^eit§!riterittm ber unenbli^en Mengen iVi 
mad^en, fönnen toir ia, um in überetnftimmung mit ben enblid^en Mengen ju bleiben 
(bei benen überl^au^t beibe (Sleid^^eitSfriterien sufammenfaOen), baS SBerl^SltniS beS 
C^ntl^altenfeinS berfelben (Elemente in il^nen (ober ber Stealitftt in dantorS ^ptafy) 
3U einem fold^en ^(riterium mad^en, mie bieS aud^ tatffid^li^ t)on ^eronefe in feinet 
tranSfiniten S^^Ienle^re (barge^eOt in feinem gro|en äBerfe «Fondamenti di Geo- 
metria» — beffen Übetfe^ung unter bem Xitel „®runb)üge ber Geometrie Don mehreren 
^tmenfionen' t)on ^. ^d^tpp, Sei^gig 1894 erfd^ienen ift) getan Sorben tft. S)a S^an- 
tor, toie au§ feinen obigen HuSfül^rungen erl^eüt, bie 9R5glid6feit biefeS t)on bem 
feinigen abmeid^enben ®Ieid^]^eit8!riteriumS im^Iigite jugibt, fo ift eS um fo mel^r p 
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Sßte man l^terauS fielet, tft baS ®tet$]§ettS{rttettunt @antot9 eine 
fpejtcttc Stnnal^nte, bte fid6 Don feinet erjien SJorouSfe^ung ber Sc^^ 
^ fictnj gut trennen lägt unb bteS um fo mel^r, ba ja baS (&nU 
l^attenfein berfelBen @(emente bas eingtge benibare jhtterium gur @nt- 
fd^eibung ber (^rage, ob eine unenbUd^e SKenge Seitmenge einet 
anbeten ift ober nid^t, bilbet unb ol^ne basfelbe @:antotg Kriterium 
felbft äberl^aupt unbenfbat lo&te, ba man ja bie Elemente jloeiec 
3Wengen nur nad^ einem befonbeten 3uorbnungSgefe§ einanber gu= 
orbnen lann, ein folifieS ©efe^ aber ol^ne Slfidfit^t auf bie qualitative 
Sefd&affenl^eit bet Elemente unbenibar ijl. 

Sßitb nun fo baS ©teidgl^eitslriterium 6kxntor8 faUen getaffen unb 
baSjenige SBeroncfcS (öergl. bie borige 3lnmer!ung) an feine ©teile 
gefegt, fo toerben bie Drbinatjal^ten Don ber gorm w — 1, co — 2, 
CO— 3^ ö> — 4, ...,ö> — V.... gang tool^I möglidft. S)enn 
btcfe Sal^Ien entfj)re(ä&en bann ben tool^Igeorbneten 3Jlengen 

2, 3, 4, 5, 6, .... V 

3, 4, 5, 6, .... V 

4, 5, 6, .... V 

5, 6 V , 

toaS aus bem aSergleid^ biefer SKengen mit ber tool^Igeorbneten SÄenge 

1, 2, 3, 4, 5, 6, .... V 

l^etDorgel^t. Senn bie erfie jener SÄengen entl^Slt alle Elemente ber 
leiteten au§er bem einen (bem erften), bie gtoeite alle au^er gtoeien 

üetmunbem, ba^ er in ben bteSlbegüglt^en ^uSfül^runden SBetonefeS (bergt insbefonbere 
§ 45 c itttb § 93, S3em. I, im 8«?ammett]6ang mit § 27, S)ef. I unb II, in bem 
angefül^rten SBer!e $etonefeS) lauter toiberf^ired^enbe Aufstellungen l^at erlbliifen 
!9nnen (bergl. (S>anU>x, »^atiematifd^e ^nmUn', $b. 46, @. 500 f., unb bie ^nimti 
»cronejeS borauf in berfellben Seit^rift, IBb. 47, 6. 427 ff.). Übrigens l^at fdjon SBoI-- 
jano (bergl. beffen „^arabojlen beS UnenbUdJen', 2. ?luf[. 1889, § 21—24, 8.31 
bis 36) ben Unterf^ieb beiber ^leid^^eitSfrtterien Hat auSeinonbergefe^t unb fi4 ent« 
f^ieben für baSienige ^eronefeS auSgef:|)ro4en, obgleid^ er in ber Knmenbung auf 
(Sin3elbeif:|)iele biefelben nod^ nid^t genfigenb au unterf(^eiben loeig (fo in bem $eif:|)tele 
auf 6. 54, § 33, too baS fel^Ierl^afte 9lefultat, bag bie @r5ge ber Summe aOer 
Ouabratsal^Ien in ber natürlid^en gal^Ienreil^e gr5ger als bie Summe ber erften 
^otengen biefer S(^W^ \^h nur babutd^ gewonnen toirb, bag SBoIgano einmal baS 
^antorf^e unb bann baS ^eronefefd^e ^leid^^eitsfriterium antoenbet, toS^renb bie 
alleinige Anmenbung iebeS t)on biefen betben jhiierien 3U abioei^enben fRefuItaten 
fül^ri, biejienige beS @^antorfd^en nömlid^ sur ^leid^^eit ber beiben Summen, bieienige 
beS äSeronefef^en gum entgegengefe^ten SRefuItate beS ®r5gerfeinS ber Summe erfter 
^otensen). 
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(bem erften unb bem jiDetten), bte britte atte auger breten (betn 
erfien, }tDetten unb brttten) uftt). @obalb alfo baiS ©tetd^l^eits^ 
hitcttutn ßotttotS fatten gclaffcn tottb, ftnb aud^ uttenbUd&c Sollten, 
bte Heiner aU a> ftnb, mögltd^. äB&l^renb o> bie ©efamtl^ett atter 
enbltii&en Drbinalgal^len bQrflettt, jieDt co — 1 bte ©efamt^eit alter 
enblidöen Drbtnalgal^Icn aufeer einer, (0 — 2 bie ©efamtl^ett aller 
auger jtoeien, «> — 3 bie ©efamtl^eit aller auger breien uftD,, 
(0 — V bie ©efamtl^eit aller enblid^en Drbinaljal&Ien auger v fold&en 
ufto/ 3)a e8 nun feine grögte enblid^e Drbinaljal^I gibt, fo wirb 
es offenbar aud^ !eine üeinfte unenblid^e Orbinatjal^I a> — v geben, 
unb biefer te^teren S^W^ ^^^^ ^^ offenbar nadg beut 93eronefefd^en 
®Ieid51&eit§!riterium co geben, toeil iebeS (Slement ber Sülengc (co) in 
ber SÄenge co — 1, co — 2, co — 3, . . . co — v , . ., nur mit ne* 
gatiöen aSorjcidöen, Dorfomntt.* 

SDiefeS te^tere Siefultat ift nun an unb für jtd& ettoaS fel&r 
3Äer!tDürbige8 : bie unenblid6en 3öl&Ien bon ber gorm co— 1, <o — 2, 
CO — 3, .... V ... . toerben auf ©runb beSfelben ©Ieid6]^eit8= 
friteriumS, auf ©runb beffen bie Drbinaljal^l co feine ©injigartig» 
!eit als bie fleinfte tranSfinite Drbinaljal^I öerliert, biefer S^l^I unter« 
georbnet, b. f). burd^ biefelbe geg&l^lt. 2)ie @ad^e l^at aber an fid^ 
fd^Iieglid^ ntd^tS äBunberbareS, toenn tt)ir bebenlen, bag bie Drbina^ 
jal^I a> begrifftidft ben Drbinaljal^Ien oon ber gorm co — v t)orau8= 
gelten mug^ unb in biefent ©inne unter aßen tranSfiniten S^l^Ien 



1 S)a e§ feine grSgie enbli^e QcäjH gibt, fo ijl e§ !Iat, ba^, teitt atitl^metifii 
abftralt genommen, bte Don ber Soi^ ^ ab)U)te(enben enblt^en S^¥^^ ^^>ti k)orbeten 
Steile bet tool^Igeotbneten ÜRenge (u>) angel^ören toetben, ba ein l^inietet Seil betfelben 
ftteng genommen gar nid^t eiiftiert. S)a abet bie geometrifd^e too^lgeorbnete SRenge 
(u> + 1) umfe^tbat ift, fo liegt feine S^toiertgfeit bet ^ntoenbung biefer SoV^^n auf 
biefelbe. 

^ ÖJetoig ift biefe aSel^an^jtung, bafe bie Slnjol&l ber Säulen ton ber Sorm (d— v 
gleid^ ber ^niafjH ber 3<t^^en v ift, ))Qraboj;, loenn man aber nun einmal fold^e 
Sagten aulößt/ bonn ift e§ offenbar, bafe ">— v nie einer enbli^en 8al^( gleich toerben 
fann, fo grog v aud^ fein mag, unb ba eS w^Sal^len Don ber Sotm v gibt, fo mug 
eS aud^ ü)*3a]&Ien öon ber Sorm <«— v geben. 

3 ®a6 bem loirflic^ fo ift, Ift^t fid^ aud^ folgenberma^en einfel^en. 2)ie gal^l 
(ü— 1 ift nic^t eine 8^^/ bie ber Saljl w fo öorauSginge, toic ettoa ber Sa^l 2 bie 
Sal^Il öorauSgel^t, benn toäl^renb 2—1 nur beS^alb = 1 ift.. toeil 2= 1 -f 1, ift w nidjt 
in bemfelben 6inne = w — 1 + 1, fonbern, bamit bie gal^l üj— 1 als folt^c begrlfflidj 
mSglid^ toerbe, ift 3ut)or ber begriff ber 3<t^t «> nötig. S)enn bamit bie ^ngal^I aller 
enblidjen Sal&Ien auger einer begriffUd^ möglid^ »erbe, ift guoor ber begriff einer 
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eine StuSnal^ntelicttuttg einnimmt: jte iji eben bte ctfie tranSftnite 
Orbinalgal^I, bte auf bem biteüen SBege ani ben enblid^en £)r- 
binaljal^Ien entpcl^t unb Bleibt unter ben tran^ftniten Drbinatjal^Ien, 
bte auf ®runb ber beiben befannten (SrgeugungSt^nngipe ß^antorS in 
biefer biteöen ffleife entjiel^en, bie fleinfie. ©antorS tranSftnite 
3a1^Ien im engeren ©inne bleiben atfo aud^ bann befleißen, iDenn 
foltj^e öon ber negatiDen S^rm (<«> — v, co-v — v, (o^ — v uf»*, 
ba ia, fobalb biejenigen bon ber Qförm «> — v aud6 biefe anberen 
l^öl^eren mögltdg finb) gugetaffen werben, fo ba^ alfo bte Slbjdl^tung 
ber le^teren burd^ bie erfieren nidgts SBunberbareiS mel^r an fid^ l^at. 
SÖiir fragen uns nunmel^r, ob burd^ bie (Stnfül^rung ber trani$= 
finiten Sohlen Don ber gorm ö> — v bie tranSfinite 3ö^Ienfe^te 
6antor8 ju einer toiberft)rud6Slofen ?lntoenbung auf baS lonfelutiDe 
unenblid^e 2)i9!retum bef&l^igt tt)irb, ober, mit anberen äBorten, toir 
fragen uns, ob bie britte Slnttoort auf bie oben gefiettte xixaqt, 
toetd^er Drbinalgal^I ber bem cos^unlte ber geometrifd^en SRenge ber 
Sfig* 3 unmittelbar DorauSgel^enbe $un!t entf))ridt)t, rid^tig fei ober 
nid^t? 3)ie Slnttoort auf biefe Qfrage tootten toir nun mit $fllfe ber 
fjig. 6 geben. S)ie obere (3tffem=^ u\)f. Sud^flaben») fReil^e biefer 
fjfigur entf})rid6t ber unteren fReil^e ber gig. 5 öon 1 bis (o, bie nad6 
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unferen bisl^ertgen SluSfül^rungen bie rid^tige 2)eutung ber geo» 
metrifd^en aJlenge ber gig. 3 barftcttt; bie untere Sleil^e biefer {Jtgur 
entfprid^t bagegen ber gangen unteren Jfteil^e ber gig. 5 bon 1 bis 
CD • 2, bie nac^ unferen bisl&erigen SluSfttl^rungen bie rid&tige Seutung 
ber 5pun!tenmenge biefer te^teren Oftgur felbft barfiettt (bie obere Jfteil^e 
tourbe als in biefer $infid6t unrid&tig auSgelaffen). 3)ie ^ig. 6 bereinigt 

SaU, bie alle enblid^en gal^Ien umfaßt, noitoenbig. S)tefe§ iBeGtiffSbetl^aitniS 
StDtf^en beiben Sol^Ienarten tü^tt f^Ue^Ud^, tote let^t einsitfel^en, ballet, ba^ bte 
tool^lgeorbnete ÜRenge, beten £)tbnungSt^:|)tt8 w tfl, nur ein etfteS, aber fein lefteS 
(Clement l^at unb ba^ bentna^ bie @ubtraTtion bon u> glei^fam nur bon botne boll' 
sogen »erben fann, fo bag bie ga^t (d— 1 ber goljl la in ber Sa^Icnreil^e 1, 2, 3, 
.... V .... a>, (0+1 , begriffli^ genommen, nid^t unmittelbar borauSge^t. 



46 Xhrtitcr 2tbf<^Ht* 

fotnit in ftd^ bie Sfifiureit 3 nitb 5: bie batht borge^Ote ^unfien- 
menge tft bteieittge ber Sfig. 3 (bteS ift burc^ bie obere fUtifft qu^ 
gebtfiift), bie Orbiitaljal^Iett aber, burd^ bie bie $uit!te btefer $un!ten« 
menge abgejft^ toerben foOen, entfpred^en ber $utdtenmenge bet 
Sfig. 5, toaS eben in ber unteren Sleil^e auSgebrfidEt iß. S)enn bog 
bie 9(n}a^I affer bem lo^^nfte ber geometrifd^en SRenge ber Sfig. 6 
(refp. ber Sfig. 3) oorauSge^enben ^nfte gleidg »-2 ift (toalS in bei 
tJfigur fo angegeben i% ba% unter bem 3ei(i6en m bai S^^^ ^'^ 
fielet), folgt aus bem oben SluSgefül^rten, toonad^ bie Snjal^I ber un- 
enbtid^en Crbinaljal^ten Don ber ^ioxm » — v gteid^ (o fein mu§, 
ol^ne toeiterS, ba bie $un!te biefer SDlenge augerbem nodg ber ut« 
fprilnglid^en ä^orauSfe^ung gem&B aSen enbltdgen Orbinaljal^Ien ent- 
fpred^en, beren Wnid^l ebenfo gleid^ (o ift. SBie nun bie Snjal^I aOei 
bem o^^nHe DorauSgel^enben ^n!te iener äRenge gleid^ io-2 x% 
ebenfo ift nun toeiter bie Ängal^I ber bem co — Isjpunfte btefcr 
3Jlenge DorauSgel^enben ^ßunlte co • 2 — 1 (toaS in ber 3figur fo on= 
gegeben ift, ba§ baS 3rid&en co-2 — 1 unter bem Seiten co— 1 jiel^t), 
— benn bie 5Punftenmenge (ö)-2 — 1) umfaßt in biefem Satte olle 
^Puttlte ber SKcnge (<o*2) aufeer bem ^ßunfte ©•2 — 1 felbft (tt>*2s 
$unlt gel^ört io ber 93orau§fe|ung gem&g ni$t in bie ^unftmenge 
fetbft l^inein) — unb ebenfo ifi bie Slngo^I otter bem co«2 — 2 Dot« 
ouSgel^enben ^Punlte gletd& co-2 — 2 ufto., fo bog überhaupt bie 
Slnjol^l ber bem ö)«2— vs^Punlte DorouSgcl^enben 5ßunlte gteid^ 
<o»2 — V ijl, tt)o bie 5putt!tenmenge (ö).2— v) otte 5ßunlte ber SUlenge 
(ö>-2) umfofet au§er ben 5pun!ten ö).2 — 1, ö)«2 — 2, a).2 — 3, 
.... (0-2— V . . . ., b. 1^. otte 5Punfte ber SKenge (co-2) ouger 
bcn V erjicn, bem @nbt)unftc co-2 biefer ajlenge DorouSgel&cnben 
5Pun!te. S)orauS erfiel^t man, ba^ bie Drbinaljal^Ien co-2 unb 
co-2 — V gur Slbgäl&lung ber bem @nbj)un!te einer gcometrifd^en SUlenge 
crfter Drbnung DorouSgel&ettben 5Pun!te fid^ boÖfommen eignen. 

Ob ober biefe Slbg&l^Iung, toenn fte nodg loeiter fortgefe^t loirb, 
titd^t auf SBtberfptfid^e fül^rt, bie ftd^ burd^ leine Umbilbung bet 
tronSfittiten S^^Ienlel^re Kontors mel^r öcrmetbcn loffen? SBenn roir 
nun iene Slbgäl^Iung nod6 toeiter fortfe^cn, fo toerben toir offenbar, 
roenn otte Drbinoljal^len Don ber {Jorm co-2— v erfd6ö})ft finb, ju 
ber £)rbtna(}o]^l co lommen mfiffen (tote bteS oud^ in ber unteren 
JReil^e ber gig. 6 ouSgebrürft jiel^t), unb Don biefer weiter gu ben 
Drbinoljo^len öon ber gorm co— 1, co — 2, co— 3, . . . • co— v, 
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.... SQätr gelanflen fomtt, tnbem tott eine ^Punftetimengc mit ber 
^Junftenangal^l ö>-2 ab jäl^ten toottten, toieberutn gu einer 5ßunften= 
menge, beten ^unftenanaal^I gleidg «> ifl, u]p. fein foK, unb baS ift 
gerabe bie ^ßunftenmenge, Don ber toir urf})rün8Üd6 auSflingen, unb 
beren ^unÜenangal^I tt)ir nad^lger gleidg a>*2 fe^en mußten, um bie 
tranSftnite Sctl^Ientcl^re 6antor8 t>on ben il&r bei il^rer Slnwenbung 
auf baiS !onfeIutit)e S)is!retum anl^aftenben äBiberfprfidden befreien 
gu fönnen. SBir breiten uns fomit in einem flreife, benn wir 
muffen nunmel^r aud^ für bie neue ^unltenmenge (a>), bie aU 
93e{ianbteil ber urfprünglidgen $un!tenmenge (a>) auftritt, bae= 
felbe DorauSfe^en, toa^ n)ir für biefe le^tere getan l^aben, b. f). mir 
muffen aud^ beren ^unltengal^I gleid^ a>*2 fe^en, bann mirb fid^ aber, 
menn mir biefetbe in obiger SBeife abjdl^Ien, in il^r mieberum eine 
^unltenmenge («>) als SSeftanbteil ergeben, beren ^unftengal^I mieberum 
glcid^ CO -2 gefegt merben muffe ufm. in infinitum. 3Äan meine 
nid&t etma, biefer progressus in infinitum laffe fid6 einfad^ burd& 
bie ä^orauSfe^ung begeben, bie ^unltenjal^t ber geometrtfd^en SRenge 
(o>) fei fd^Ied^tl^in unbeftimmt unenblid^ unb abj&I^Ibar alfo erft burd^ 
bie mol^Igeorbnete äRenge aQer benfbaren Orbinaljal^Ien über]^au))t, 
nämlidö burd6 bie fogenannte SÄenge W: 

1, 2, 3, 4, .... V, .... CO, (0 + 1, ö) + 2, <o + 3, ... . 
co+v . . . . CO. 2, co«3, CO. 4, .... co.y, . . . . cö^^ co*, <o*, 

V 0) ü) ^ ^ I -1 

.... Co , .... (ü , CO , . . . . a . . . . A, A -j- 1, . . 

..• I*....* 

3)enn aud6 bann bejiSube in ber ^Punltenmenge (W) bie ^Punftem 
menge (co) als SBeftanbteil, toaS ein einfad^cr SßdC auf bie 3öl&Ien= 
menge W lel&rt, unb bann mü§te meiter baSfelbe aud^ für biefe Jülenge 
(<o) gelten, man müfete fo gu ber unbefiimmt»unenbUd6 großen SDlenge 
Don unbeflimmt=unenblid6 Dielen 5ßunltmengen (W) feine 3uflud&t 
nel^men, eine fotd^e SJlenge mürbe aber offenbar mieberum bie SRenge 
(co) als SBefianbteit in fidg enthalten, bem SBerl^&ngniS mürbe man 
alfo auci^ bamit nid^t entrinnen. 

3n jenem progressus in infinitum !ommt eben ein (ogifd^er 
Sitlel gum SluSbrudE, ber fid5 auf !eine Seife oermeiben Iftfet, ba er 
einen inneren SBiberfprudft barftettt. Unb an biefem inneren aBiber= 
fprud^ gel^t alle Hoffnung einer meiteren Umbilbung ber tranSfiniten 
3a]^Ienle]&re CantorS gut ßrmbgUd&ung il^rer Slnmenbung auf baS 
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unenbttdfte fonfelutioe SHSfretum ittgnmbe. 3)ftm Uefer imtere 
Siberf))rud^ erft^fitttrt biefe ße^e ht ifynx ®runbfe^, in ber Sor= 
oudfe^ung ber (Stunb^a^I lo felbft: toeitn bie 3a(I ^ im @cbiete bei 
{onfelutiDen unenblid^en Slaumfomt möglich to&re, bann mt^te eine 
$ttn!tenmenge (<») bn^iert loetben lönnen, eine fobfee ^nlten- 
menge lann ober nid^t fon^ruiett toetben, loeil fte M f^^ff immer 
tDteber DorauSfe|t, loeil fie befte^ mflgte, beDor fie beßel^t, tiHi$ eben 
lDiberf))red^nb unb unmöglid^ ift, bie Sa^l « ift olfo im ®e6iete ber 
!onfe!uH))en Stanmform nnmöglidg. 

Sir flehen nunmehr \>ox einem S)tlemma: entmeber Iftgt ftd^ 
eine trandfinite S^^I^nlel^re benfen, in ber bie Orbinalja^I » (S^n^ 
torS über]§au))t nid^t mel^r befielet ober baS fonfehttiDe 9>iSfretnm 
tann nid^t auS einer unenblid^en Xnjal^I \>dn ^nften be^en. Sir 
^aben nun im Snfang biefeiS Xbfd^nittd bemerlt, ba^ Seronefe ben 
9}erfu4 einer Don berfenigen €^antor8 Derfd^iebenen transfiniten Softem 
lel^re gemacht f^ai, bie mit ben betben @mnbDoranSfe^ungen ber 
trandfiniten dc^l^Ienlel^re SantorS bridgt unb bemnad^ aud^ bie iranS^ 
finite OrbinaCjal^I «o SantorS umgel^t. 9lad6 ben bisl^erigen XuiS^ 
ffil^rungen, bie und bie eine ®runbDorau$fe$ung SantorlS jugunfien 
berjienigen ä^eronefeS auf}ugeben atoangen, iDftre nun gu emiarten, 
bag )oir ebenfo ben obigen 3Btberft)rud6 burdg bie preisgäbe ber 
gtoeiten @runbt)orau8fe^ung SantorlS unb bie 9nna]§me ber ent- 
f:t)red&enben ®runbt)orQu9fe$ung SeronefeS Dermeiben. Um SielS ]u 
entfd^eiben, mfiffen loir }UDor bie transfinite S^^t^nlel^re 93eronefeS 
in il^ren ©runbafigen fennen lernen. 

9}on ben ad^t $^))ot^efen, in benen ä^eronefe feine tranSfinite 
3a]^lenle]^re auSgebrfldÜ \fat, begiel^en ftd^ bie erflen ffinf auf baS 
UnenbKd^=®ro^e unb bie brei legten auf baS Unenblid^-Atetne. Sffiir 
toerben l^ier nur bie erflen fftnf berfidEftdgttgen, ba fie für unfere 
Unterfud^ung be§ nadg oben unenbltd^en lonfelutiDen 3)ts!reium8 mo^- 
gebenb ftnb. 

SBAl^renb Kantor feine tranSfinite 3<^^tsnle]^re auf rein artt^^" 
mettf$er ©runblage aufgebaut l^at, baut SBeronefe bie fetntge auf Qit- 
fd^aulid^^geometrifd^er ®runbtage, inbem er Don bem 93egriffe ber 
©eraben ober ber ®runbform (^^p. I) als beiS M ber Sage feinet 
SEeile tbenttfd^en ©^fiemS einer ©imenfton" {^tfp. II) auSgel^enb^ 

1 SBerßl. ÖCTonefc, a. a. D., § 71, 6. 77, 8, im SttfanttnenJanÄ mit ber 
3)ef. I, § 68, «nb S)ef. I, § 70. 
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baran unmittelbar feine auf baS Unenbli^e ftdg begtel^enben ^t)po» 
tl^efen aufd^Iiegt. SSeronefe fel6ft 6eleud&tet ben Unterfd^ieb 3ti)if(ien 
feiner ^^))ot]^efe 11 unb ber entf))red^enben ^^potl^efe (SxintoxS, unb 
ttir fönnen btefen Unterf$teb anfd&auUd& in ben Figuren 7 unb 8 
iHujirieren, SBöl^renb ber lQt)p. TL SJeronefe« 9emä§ in ber SK^tung 
bcr ©eraben AB^ eS jlet§ um einen 5Punft X jtoei Segmente AiX 
unb XBi gibt, bie bem ©egmente AB mit bem Slnfang A ibentifd& 
ftnb (gifl, 7), ift na$ gantor nur ein foI$eS Segment XBj = AB 
notn)cnbigern)eife gegeben (fo ift, toenn X ein cx)s5punlt ift, nadö ®antor 
nuT 00 + 1 > 00 bagegen oo — 1 = oo, toäl^renb nad6 SSeronefe 
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Siö- 8. 

aud^ ^ — 1<! 00 fein muffe). ^ S)er l^ier bar gelegte Unterfd^ieb 
jiDifd^en ß^antor unb SSeronefe br&dt nid^ts anbereS aus aU ben 
Untetfd^ieb ber beiben t)on il^nen t)ertretenen ®leid^]^eitg!riterien in 
bejug auf bie unenblid^en äJlengen. 

S)te ^^)). m 93eronefe§ brfidEt nun ben anberen funbamentalen 
Unterfdgieb beiber 3<^^lenle]^ren aus. SBöl^renb (S^antor n&mlid^ Don 
bem aritl^metifd^en begriffe enbUd^er Sal^len auSgel^enb ju ber erften 
tranSfiniten 3ö^l ^ als ber ©efamtl^eit aöer biefer Sal^lcu gelangt, 
gel^t SSeronefe Don bem geometrifd^en 93egriffe be$ ©ebiets ber @!ala 
enblidger Segmente au$ unb gelangt gu bem biefeS ©ebiet in fid^ 
umfaffenben unenbUd6=gro§en Segment, ol^ne bafe biefeS le^tere an^ 
bem erfteren mit^lottoenbigleit l^erDor gelten foU. Unter ber Sfala 
Detflel^t SSeronefe bie unbegrenjte SReil^e Don enblid^en, einem erften 
enblid&en Segment (AB, gfig, 7) in einer ©eraben gleid&en Segmente 
unb unter bem ©ebiet ber Sfala baS unbegrengte, aUe ©lieber biefer 
Sftcil^e in fid^ umfaffenbe Segment.* SBäl^renb nad& ©aniorS Seigre 
nun biefeS unbegrengte mit bem ©ebiet ber Slala ibentifd^e Segment 
jugleidö baS unenbKd6*gro§e Segment erjier Orbnung barfiefft, foff 



1 »eronefe, a. a. O., § 90, ^t)p. I unb »em. I, 6. 117, unb »cm. IV, 6. 119. 
» »eionefe, a. a. O., § 80, ©ef. I unb IH, 6. 89. 

^ettonoDicS, S)ie tt):)jifd6en Geometrien. 4 
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na$ ber ^t)p. JH t)on SSeronefe balS unenbIt$-gtoBe @egtnent erfter 
Orbnung nidgt mit betn unbegrenjten Segment beS ©ebiets ber @{ala 
felbjl ibentif$ fein, fonbern baSfette in fid& umfaffen.^ Dbet, anbetS 
auSgebrftdEt, nQ$ 6^antor foQ baS ©ebiet ber @!ala aU foI$eS ein 
erfteS, au^erl^alb biefeS @ebiets liegenbeS Clement {xt\p. ^unß) be- 
ftimmen (fo bag, ti)enn mir benfelben mit Aa> bejeid&nen unb ben 9In= ' 
fang8))un!t mit A, bann ba$ @egment AAco mit bem ©ebiet ber 
Qlala felbft ibentif^ ift), m&l^renb nadg SSeronefe ber erfie, au^erlgalb 
beS ©ebiets ber @lala im Unenbli$-®rogen liegenbe^unlt gang un- 
abl^&ngig t)on bem ©ebiet ber @!ala ju benlen, refp. gu fe|en ift, 
maS SSeronefe eben in fetner ^^))otl^efe m auSbrüdt.* ^ritl^metifd^ 
auSgebrüdt bebeutet biefer Unterfd&ieb, bag bie unenblidg-gro^e 3^^ 
erfter Orbnung na$ SSeronefe nidgt bie ©efamtl^eit aller enbliii^en 
Sal^Ien barftellen fott, bafe alfo oo^ (fo bejeid&net SBeronefe feine um 
enbK$«gro§e 3al^I erfier Orbnung) nidfit gleid& ßantorS «> fein foff.^ 

3u unferen S^^^^^ m&re bag über bie tranSfinite 3^¥^nle]^te 
SSeronefeS bisl^er äJlitgeteilte genfigenb, ber 93oII^änbigfeit l^alber 
muffen toir aber toeiter no$ feine ^^potl^efe IV unb ^^l)ot]^efe V 
barlegen, ba in benfelben SSeronefe thm ben a3erfud& mad^t, SantorS 
0) in ber transftniten 3a^Ienle]^re t)oQflänbig ju umgel^en« SBenn 
n&mU$ ber im UnenbKd&=®rogen Uegenbe ipunft augerl^alb beS ©ebietiS 
ber ©fala (enbK$er Segmente) liegt, bann f$eint feine ©teile in ber 
©runbform ganj unbeftimmt unb miQfQrlid^ ju fein, fo bag uns an- 
fd^einenb lein äJlittel gu ©ebote ftel^t, ju unterf$eiben, ob ein foI$er 
5Punft baS UnenbIid6=©ro6e erfier, gtoeiter, britter ufto. Orbnung 
barfieöt. S)ie ^^»)otl^efe IV SBeronefeS foff nun biefeS SDltttel bar« 
bieten. 2)iefelbe befielet au$ jmei Seilen unb lautet folgenbermagen: 

„äBenn man in bem in begug auf eine beliebige Sinl^eit 
(AAi) im Unenbndös©ro6cn Uegenben ©ebiet 1. ein beliebige« 
6lementB(oo) auStoäl^It, fo ejiftiert in bem ©egment (AB(oo)) 



^ IQSexonefe, a. a. O., § 82, €a« R, ®. 101, 2. 

* S^etonefe, a. a. C, § 82, ^t)p. m unb 6(4 a unb b, unb ^ef. m, 
6. 96—99. 

" »etgl SBeronefe, a. a. D., § 90, »em. IV unb 6aft b, @. 119. »eronefe 
befinbet fid^ aber im Strtum, toenn et (tet meint, eS genüge gol^Ien ton ber Qfotm 
00 ^ — n toorauSgufe^en, um (S^antotS u) auesuf^IieBen, benn toit (aben frül^et ge« 
funben, ba( ftd^ mit (S^antotS u) gana gut Sol^Ien toon bet gfotm (o— v toextragen 
fönnen. 
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ein fold^es «Ictnent X, ba§ AX unb (XB(oo)) ebenfaUfi in 
bcjug auf (AAJ unenbli^^g^öfe fi^^» unb 2. ejifiiett ein 
fol(J^c8 glcment A(<»), bafe boS ©egmcnt (AX) für jebeS be» 

A Ai X Ai A(oo) 

I 1 f 1 — H 

Hebige X in bejug auf (AACoo)) enbU$ ifl". SDer ©inn biefer 
Dierten C^^|)ot]^eje 93etonefeS lägt ftd^ an ber Orifl. 9 erläutern. 9Benn 
AA(qo) baS unenblid^'groge, balS ©ebiet ber @!ala mit bem ^nfangS- 
fegment AAj umfaffenbe ©egment ift, bann gibt e8 in btefem ©eg« 
ment einen ?ßunft X, fo bafe AX unb XA(<») in begug auf AAi un= 
enblid^ » gro§ finb (b. 1^. ba^ lebeS t)on il^nen ein eigenes ©ebtet ber 
@fala in fid^ entl^fttt unb jioar AX badfenige mit bem ©egment 
AAi unb XA(a>) baSienige mit bem ©egment A(a>)Ai), in begug auf 
AACoo) aber enblid^, g, fd. AA(<») = 2 AX. SBeronefe möd^te biefe 
feine ^^))ot]^efe ate t)5Qig unabl^&ngtg t)on ben frfil^eren l^infteUen, fte 
ifl es aber nidgt, benn fie folgt unmittelbar an^ ben beiben frfil^eren 
unb feinem allgemeinen ®Iet$l^eitSlrtterium. 

SBenn n&mlid^ na$ ber ^^))otl§efe m ber im Unenblid^-Sro^en 
liegenbe $unlt A(oo) gang augerl^alb beS ©ebiets ber ©lala mit bem 
^nfangdfegment AA^ liegt, [o mug eS nad^ ber $^))ot]§efe II t)om 
^n!te A(oo) auS in entgegengefe^ter Slid^tung ein ebenfol$eS ©ebiet 
ber @!ala mit bem 2lnfang8f egment A(oo)Ai = AAj geben. ^ SBenn 
bieS nun fefiflel^t, fo ifl eS flar, bag eS na$ ^^))ot]^efe III ebenfp 
einen augerl^alb beS ©ebietS biefer gn)eiten ©!ala im Unenblid&s@rogen 
liegenben 5ßunft geben muB, toie ber 5punft A{<») nad^ berfelben ^t)po^ 
tl^efe au^erl^alb beS ©ebtetS ber erflen ©!ala liegt, ©emig brandet 
biefer $unft t)orerft nidgt audg auger^alb beS ©ebiets ber le^teren ©lala 
gu liegen (eS !bnne g. 93. ber ^nfangS))un!t A felber als fold^er be- 
trachtet n)erben), unb SSeronefe l^at redgt, bag aus ben ^^))otl§efen n 
unb m ber $unlt X, ber augerl^alb beS ©ebietS beiber ©lalen liegt, 
ni(J6t unmittelbar folgt.* S)iefer 5Punft folgt aber unmittelbar aus 
biefen beiben ^^))ot]^efen unb feinem allgemeinen ©leidgl^eitslriterium, 
aus bem auc^ bie ^r)poif)t^t II unmittelbar folgt.^ SBenn n&mlid^ 

1 »cronefe, a. a. D., § 84, ©aft b unb c, 6. 103—105. 

' »etoneic, a. a. O., § 85, »em. I, 6. 105. 

' Setoneft, a. a. C, § 90, ^t^p. n unb 8m. n, 6. 118. 
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-—- m(ä&t = ooi ip (ttic na6i ©antor ^= ©, bo 2© = «o ip), bann 

mug es gmifdgett ben$unlten A uttb A(a>) in htm unenbßd^=gro§en 

AA.00 
Segment AA(qo) einen ?Punft X geben, fo ba% AX = —^ unb biefer 

$unlt ]§at nun bie Stgenfd^aften bet beiben Seile ber $^))ot]^efe lY 
9}eronefeS, benn baS Segment AX (ref)). XA(oo)) mu^ unenbltdg-gto^ 
fein (fonfl toäre AA(oo) enblid^) unb ber aJorauSfe^ung nad6 tjl AA(a)) = 
2AX. Sßeiter folgt bann aber, ba% in iebem ber unenb(td^«gro^en 
Segmente AX unb XA(oo) eS koieberum je einen ^nft X^ geben mu^ 
ber mieberum in bejug auf biefe Segmente ben beiben Sigenf$afien 
ber $^))ot]^efe IV 9}eronefe$ genügen mu^ ufko. in infiDitum, fo bag 
baS unenblid^sgroge Segment AA(oo) unenblid^ t)iele Gebiete ber Slalen 
mit ben enblid^en SlnfangSfegmenten entl^&(t. 

SBie nun baS unenblidä^gtoge Segment AA(oo) in begug auf hau 
enbtidge SlnfangSfegment AA^ (ober ein enblid^ed Segment üitr- 
^avipt) bas UnenbIidg-®roBe erfter Orbnung barfieQtS fo mirb ein un- 
enbUd&=gro6e8 Segment AB («>), mläit^ in bejug auf AA(oo) baS Un- 
enblid&s®roge erfter Orbnung barfteQt (b. 1^. tteld^eS baS ®e6iet ber 
S!ala mit bem unenbUd&cn SlnfangSfegment AA(oo) in fi^ umfaßt), 
ba§ unenbli^sgro^e Segment gkoeiter Orbnung in begug auf AA^, 
barjietten ufio.* SBenn nun bie ^^<)otl&efe IV unenbli^ öielc 3JlaIe 
ouf ein unenblidg = großes Segment enblidger Orbnung angetoenbet 
toirb, bann entfielet ba§ unenblid^sgroge Segment unenbUd^er Orbnung 
unb bie» ift bie ^^potl^cfe V SBeronefeS*, bie uns l^ier nid&t tocitet 
intereffiert. 

3luf ©runb ber fünf ^^^Jotl^efcn SBeronefe« nun entfielet bie ah 
folut unbegrengte Sleil^e t)on enblid&en unb unenbIid^=grogen S^^I^n, 
beren iebe einem begtengten enbHd^en ober unenblid^-grogen Segment 
ber (Srunbform entf))rid&t: 

1, 2, 3, . . . n, . , , . ooj _ n, . , . . oo^ — 3, »i - 2, 
^i — h'^u^i + h^i-\-2, ooi + 3, . . . . <»i + n, .... 



^ äbet]^att|)t fieHt iebeS in Um au\ boS enbli^e (Sinl^eitsfeoment AAj rni« 
enbli^'fitoge ^efiment, toel^eS bem II. Seile bet ^t)p. lY fienfigt, na^ ^eronefe ein 
unettbm • gtofeeS ©egment erjler Orbnung bor. Sergt Seronefe, a. a. O., § 86, 
5)ef. II, 6. 111. 

* iBeronefe, 0. 0. O., § 86, Def. II, 6. 111. 

> Seronefe, 0. a. O., § 91, f8m. I unb ^r^. Y, 6. 121. 
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2a>j — 1, 2qOj, 2 00 + 1^ . _ . na>in— , , . , n oo^, . , , , 
n a> 1 + Dl, . , . . »i* — ni, , . . . QOi*, , . , . a>i« + Hl, 

nooj II — n, . . . . n QOj n^ , . . , n oo ^n _j_ ^^ oo^^ oo^^ , 
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Sßir moQen nunmel^r, ttad&bem ti)ir und mit ben ©runbifigen 
bei ttanSftniten S^^I^nlel^re SSetottefeS belanntgemad^t l^aben, au$ 
beten SlntDenbbatleit auf baS fonfe!utit)e S)t8!reium unterfu$en. 

2)qS moQen mir nunmel^r an ber t^igur 10 t)orne6men, bie baS 
Setonefefdge Slnalogon ber Santorfdgen Sfigur 2 in bent fonfetutit)en 
S)i8ftetuni barpcllt. SBäl^renb in ber gfigur 2 bie ©tredEe 
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8fiö. 10. 



(ebeutet, bog ein begriffli$er Sufammenl^ong smifd^en ben enblid^en 
Sal^len 1, 2, 3, 4, , ... v unb ber unenbU(^en 3a]^l erfler Drb- 
nung a> befielet, begeid^net in ber S^igur 10 bie unauSgegogene leere 
StredEe atoifd^cn n unb »i — n refp. <^i, bofe fein unmittelbarer 
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begrip^cr Sufammcnl^Qng jiDifien bcn cnbUd^en Söffen 1, 2, 3, 4, 

n uttb bcr erpen unenbltd&en 3öl&t »i SBctoncfe« bepelzt, 

ba bte leitete ntd^t bie ©cfatntl^ett bcr crftetcn bebeutet. 3fi bieS 
leitete nun ber SqQ, fo iji eS Hat, ba§ e8 jtotfd&en bem etflen 
5Pun!te 1 unb beut baS ©übe beS unenbKd6-flro6ctt ©egments erfter 
JDtbnuna batflellenben legten ?Punfte »i ber gfigur 10 nottoen^^ 
biBertoetfe einen ^unft fleben mufe, ber jtoiWen betben gletdötoett 
entfernt ifi. SBeld^er unenblid^en Söl^I im ©inne »eronefeS entf»)rid&t 

nun biefer 5Pun!t? S)er Sal^I -y anttoortet JBeronefe. gragen loir 

nun naifi bem ©runbe biefer ^(ntioort, fo !ann biefer ®runb nur in 
ber 8e]^au|)tung liegen, bag ber $unlt ^i eben bie unenbK$-gro^e 

Sdfil erfier Orbnung unb ber 5ßun!t -~ bti^atb bie ^älfte biefer 

Sa^l borfteQen mirb. Oftagen mir uns nun aber, morin ber begriff- 

lid^e Unterfd^ieb gmifd^en bem 5Punfte *i unb -^ in bejug auf bas 

©ebiet ber enblid^en @!ala reft). ber unenbtid^en 97lenge ber enblid^en 
Saluten 1, 2, 3, 4, . . • . n, . . . . liegt, fo ifi eö offenbar, bafe 
lein fold^er anjugeben ift, ba beibe $un!te in gleid^er SBeife au^er- 
]§atb biefer Saluten liegen, fo ba§ in begug auf ba$ ©ebiet ber te|' 
teren ieber au^erl^alb berfelben in ber Slidgtung ber ©eraben l^i 
tiegenbe $unlt gleid^erma^en ben im Unenblid^en Uegenben $unlt 
QOi barfiellen fann. ffier Segriff ber unenblid&sgro^en Sal^l ^i SScro« 
nefeS ijl alfo ööUig unbeftimmt. 9lur toenn man t)on t)ornel^erein 
bas Unenblidge aU fepftelgenb betradgtet, tagt fidg auf 93eronefef(J^em 
SBege nod^, aQerbingS anä^ bann nur fd^einbar, gu einem fold^en ge- 
langen: menn aber biefer SBegriff gugleid^ bie ob|eItit)e @£iften} beS 
Unenbltd^en gen)ö]^rleiflen foQ, bann ift ber SSeronefefd^e Sffieg baju 

t)5llig ungeeignet. 3n ber 2:at unterfd&eibet fidö ber ?Junft -y in 

bejug auf ba8 ©ebiet ber enblid^en 3al§len 1, 2, 3, 4, . • . . n 

begrifflidö in gar nid&tg öon bem 5Pun!te Q^i, ba beibe ?Pun!te in 
gleid^em @inne augerl^alb biefeS ©ebieteS liegen unb bie bagteifd^en- 
liegenben @tredEen nottoenbigertoeife j[ebe eine unenblid^e ÜRenge Don 
©ebieten enblid^er ©falen entl&alten muffen, ffreilid^ fönnte man 
fagen, bag biefe unenblidgen äJlengen nid^t einanber gleid^ finb. ®e= 
tt)iB finb fte nid^t gleid^, menn bie unenblid^-groge @tredEe erfter Drbnung 
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1 ooi fd^on als befiel^ cnb öorauSgcfe^t toirb, benn bann ifl bie ©tredc 
(ögt. iJtgur 11)-^ offenbat <^i unb in Sl^nKd^cr SBcifc toirb 



00. 00, 



^< -Y ^c. fein, 2lbcr bamit btc uncnbn(!6=flro§c ©trctfe 1 • »i be^ 

00- 00^ 

pelzen fann, mflfeten juöor btc ©ttctfen 1-^ 1 -|- zc. bcpel&en I5nnen, 

btefe lönnten aber nur bann befleißen, menn mir einen ®rö§enunter> 
fd^ieb 3mif(%en ben entf))re(|enben unenblid^en 97lengen barin entl^altener 
enbßcfier @!alen, unabl^&ngig t)on bent SSeronefefd^en 93egriffe ber un» 
enbltÄ^flrofeen 3ö]§l erfter Orbnung, feflpellen ttnnten, toorin fi(J6 eben 
bie DöQige Unbeftimnttl^eit biefeS le^teren 99egriffiS flar offenbart. 

Suf ®runb biefeS Slefuttats lann man nun tei$t einfel^en, bag 
bie tranSftnite 3<^^knle]^re SSeronefeS in il^rer ^nn)enbung auf ba8 
Ionfe!uti))e 2)i$!retum au Al^nli^en SBiberfprüd^en ffil^rt, gu benen 
uns bie ^(ntoenbung ber (S^antorfd^en geffil^rt l^at. Sßie ton in begug 
auf bie leitete fanben, bag bie aus fonfe!utit)en fünften beftel^enbe 
(o^snenge in SBal^rl^eit eine abfolut unbeftimmt <* unenbtid^e ^njal^I 
t)on folgen fünften entl^alten ntflgte, unb bag au$ in biefer le^teren 
für bie (o^Seitmenge loieberum basfelbe gelten mfigte ufU). in in- 
finitum, toorin jtdö bie t)önige Unbeftimmtl^eit biefer aJlenge in bem 
fonfefutit)en 2)iSfretunt ergab, ebenfo ift eS nadg bem Obigen Iei$t ein» 
gufel^en, bag bei ber 3lnn)enbung ber SSeronefefd^en 3<i^Ienle]^re auf bas- 
felbe bie a>i=9Dlenge t)5llig unbejlimmt toirb, b. 1^. ba^ fie in SBal^rl^eit 
eine abfotut unbeftimmt-unenblid^e Sngal^I t)on fold^en ÜRengen in ftd^ 
entl^Alt ufm. in infinitum, bag alfo bie <^t'3!llmit, alfo eine aus 
einer unenblid^en ^njal^I ))on lonfefutiDen ipuniten beftel^enbe 3Renge, 
au(^ toenn biefe in SBeronefefd^em ©inne gefaxt toirb, unmöglid6 ift. 

@S ergibt fid^ barauS aber aud^ ein mid^tigeS 9lefu(tat in begug 
auf bie togifd^e Segrflnbung ber beiben tranSftniten 3<^^tcnlel^ren. 
^ xffxn 3lnn)enbung auf baS fonfeIutit)e S)islretum treten bie SBiber» 
fprQd^e ber tranSftniten 3^^lenle]^re SantorS t)iel offen!unbiger als 
bieienigen 9)eronefeS einfad^ beSl^alb ]^ert)or, meil bie erftere logifd^ in 
il^rer erften ©runblage t)iel fd^&rfer gefaxt ift, inbem fie bie ®efamtl§eit 
aQer enblid^en S^W^ 3^ ^^^ erften unenblid^en 3c^^l maii^t, unb 
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unenblidge äJlengen, bie m$t jal^Ienmä^ig audbrfidbar ti)&ren, ntd^t 
jttlQffen mU, toäl^rcnb bic jtoeite bief c leiteten aujulaffcn genötigt ift, ba« 
burd^ aber bie le^te logifd^e ©runblage be$ SegriffiS ber unenbltii^'gro^en 
3a]^I erfter Orbnung t)erHett/ Santorg ^uSgangSpunlt bitben bie 
fonfelutiöen Sai^lmengen, SScronefeS SluSgangSpunft bie fonfcfutiöen 
©egmentSmengen, ber 3irfi>un!t ßontorg liegt ober in ben infonfefu- 
tiüen ^unltmengen, berjenige 93eronefe$ bagegen f&Qt jufommen mit 
feinem 91u$gang3))unlte. S^antorlS 9uggangSt)unIt t)erfe|te il^n in bie 
ßage, ju bem Iogif(ft fd&orf gefaxten Segrijfe ber 3al^I ^ ju gelangen, 
fein 3ielpun!t t)erl^inberte i^ baran, bie Unmögltdöfeit ber 9lntt)en= 
bung berfelben auf bie geometrifd^e ©erabe eingufel^en (benn, n)ie mir 
f))&ter feigen loerben, laffen fidg leidet bie SEßiberft)rüd^e ber aus Ion- 
felutit)en fünften beflel^enben unenbK$en ©eraben auf bie aus lonfc 
!utit)en Segmenten beftel^enben unenblidgen aus in{onfe!utit)en fünften 
beftel^enben ©eraben übertragen), SSeronefeS ^uSgangS|)un!t bagegen 
öerl^inberte il^n ju bem logifi^ f$arfen ^Begriffe ber unenblid&en 3o^I 
erfter Orbnung gu gelangen, inbem biefer 9uSgangS))unIt gugleidg fein 
3iell)unft toar. Unfere Setrad&tungen an bem lonfefutiöen S)i8fretum 
geigen unS, ba§ eine transfinite 3ttl&lenlel^re, toenn pe nid^t fd&on in 
il^rem Slnfang begrifflid& öööig unbefiimmt bafiel^en foll, nottoenbiger= 
meife mit @^antorS ü> anfangen mu%, fie geigen aber gugleid^ aud^ 
mit aller S)eutlid&!eit, bafe bie Slntoenbung biefer legieren auf ba8= 
felbe gu unlösbaren SBiberfprüdöen fül^rt, toorauS inbireft l^eröorgel^t, 
ba^ baS !onfe!utit)e 3)iSlretum überl^aupt nid^t unenblid^ fein lönne, 
bag baSfelbe nur enblid^ gebadet tt)erben mfiffe. 

S)aSfelbe 9lefultat werben \dxx nunmel^r audg bire!t gemnnen, 
inbem tt)ir ben legten nrf))rung aQer biefer SBiberf))rfidge aufgeigen 
n)oQen. 

3)er le|te Urfprung aU ber SBiberfprQd^e, bie aus ber Slntoenbung 
ber transfiniten 3al§lenlel§re 6antorS auf baS fonfefutiöe unenblid^e 
®is!retum entfpringen, liegt einfad& barin, bafe in einem fold&en S)iSs 
fretum bie 3a]^l w öon öornel^erein auSgefd^loffen iji, bafe baS SBefen 
beSfelben mit bem Segriffe ber le^teren in einem unflberbrfldEbaren 
©egenfa^ fielet, 3n einem fold&en ©isfretum bebeutet nämlid& bie 
gfig. 2 nid&t mel^r eine blo§e bilblid^e ®arjlellung ber Sa^ «>, fonbem 

^ S)lc gttd^ttöleit bicfcS SSottourfS »itb eötbcnt Beim fonfefuttöen S)ts!rcttttn, 
benn in biefem Unteren (onn es ojfenBar bon bornel^erein feine ^al^Ienmftgig nid^t 
Qtt8brü(f6aten unenbltd^en üllengen geben. 



Die transfintten §ai{Ien unh bas fonfefnttoe Dtsfretum. 57 

• 

jte l^at in bemfelben eine unmitieKore reeQe 99ebeutung, eS lägt ft4 
nSmUd^ ganj gut ein mit ber f^ig. 2 boQft&nbig flbereinfiimmenbeS 
taumlidgeS S)iiS!tetum ben!en, in bem iebe üertifole ^unltmenge bie 
entfpred^enbe enblid^e 3<^^l unmittelbar batfteQt. @S lagt ftd& nun 
leidet einleiten, bog in einem fold^en S)iSfretum auf iebe Dertilale 
^unltenmenge; bie einer enblid^en 3<^^l entf))ridbt, toieberum nur eine 
!ßun!tenmenge folgen lann, bie einer >nbli$en SafjH entfpridgt, ba ia 
bie entf))re(i&enben $un!te ber ^orijontolmenge unmittelbar aufein» 
anberfolgen, fonfefutiö finb, fo bafe in ber ffteil^e biefer öertifaten 
^unltenmengen nie eine unenbli(|e $un!tenmenge n)irb folgen lönnen, 
b. 1^. eine ber 3al^l o> entft)re$enbe 3)lenge. SBie nämlic^ bie 3<^^l 
0) gang augerl^alb ber 97lenge ber enblid^en 3^¥^i^ ^i^fit fo mügte 
ebenfo biefe entft)re(i^enbe Dertifale ^$un!tmenge gang augerlgalb ber 
dttHit enblid^er bertüaler ^unltmengen liegen, toaS eben unmogliifi 
ift, ba ber SSorauSfe^ung gem&g aUe flber]^au))t benibaren bertilalen 
?Puttftmengen biefer Strt in einer unb berfelben Äeil^e liegen, ba fie 
ja alle (ref)). bie entfpred^enben $unlte ber ^origontalreil^e) lonfefutit) 
finb. 6ine bertifale, ber 3o^l ^ entfl)re$enbe 5Pun!tmcnge ifi alfo 
in bem Ionfefutit)en S)i8frctum ber tocfentli^en 3latur biefeS le^teren 
gemdg auSgefdgloffen unb e3 ift bann !ein äBunber, bag ber äSerfudg, 
biefelbe bo$ barin gu ftatuieren, gu unlösbaren SBiberf))rfld^en fQl^ren 
mug. 2)ie Stidgtigfeit biefer 93e]§aut)tung l&gt fid^ gang ftrenge folgen- 
bermagen begrfinben. 

S)ie enblid&en 3tt]§len ber Sleil^e 1, 2, 3, 4, v, entfiel^en, 

tt)te gefagt, fo ba%, t)on ber erften urf))rünglid&en Sinl^eit, ber 3al^l 1, 
auSgel^enb, jeber t)or]^ergel^enben 3c^^l eine neue (Sinl^eit l^ingugefügt 
mirb, unb eS l^at infolgebeffen iebeS ®lieb in biefer 9leil^e (j|ebe eingelne 
enblid^e So^^), <^uBer bem erften, ein il^m unmittelbar t)oraugge]^enbeS 
unb ein il^m unmittelbar nad^folgenbeiS, fo bag, toenn t)on ber quali- 
tativen 95efd5affen]^eit biefer ©lieber abfiral&iert toirb, b, 1^. ein jebeS 
fold^eS als eine einfädle @inl^eit betrad^tet toirb, bie Sleil^e aus lauter 
fonfelutioen Sinfen befleißt, ©enau biefelbe Sefdgaffenl^eit l^at nun 
aud^ bie aus !onfeIutit)en fünften beftel^enbe $un!tenmenge, bie einen 
erften ^^unlt bat. S)enn fte ift in äBal^rl^eit nid^ts anbereS als ein 
DöQig abäquateS loniretes Seifpiel jjener abftra!ten Sleil^e: loie iebe 
eingelne ©inl^eit in iener fftcil^e unteilbar ift, fo ift l^ier ieber eingelne 
?|)un!t öollfommen einfadö, alfo eine lonfrete einfad&e 6inl^eit; unb 
mie bort iebe einfädle (Sinl^eit (auger ber erfien) eine il^r unmittelbar 
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t)orauS9e]§enbe unb nad^folgenbe f^at, efiettfo l^at au$ l^ier lebet ^un!t 
(ouget betn erfien) einen tl^m unntttteKot t^orauSgel^enben unb einen 
il^m unmittelbar nod^folgenben. SBenn nun in j[ener erften Sleil^e bur$ 
bie fuljefpöe Slbbition einer Sinl^eit ju ber öorauSflel&enben S^l&I ftetS 
eine enbli$e 3al§I entfielet unb entftel^en lann, fo mirb aucfi in biefer 
jtoeiten SWengc burdö bie fufgefftöe Slbbition beö einen 5Punfte8 ju 
bem borauSgel^enben nur eine enblidge !ßun!tmenge entftel^en fönnen. 
aSäl^rcnb »ir uns nun — unb l^ierin Hegt ber ©d^toer^junft unferer 
SBetDeiSffll^runfi — , rein afifiraft genommen, ganj gut eine ganj neue 
So^l «^ ben!en lönnen, bie bie ©efomtl^eit aUer enblid^en 3o^len 6e« 
beutet, ref)). bie bie gonge Sleil^e ber ber erfien Sinl^eit fu!geffi))e gu ab> 
bierenben ßinl^eiten, jufammen mit biefer erflen felbft, entl^dlt, toeil eS 
in einer folcfien leine le^te (Sinl^eit gibt (ref)). gu geben brandet), ift eine 
entfpret^enbe a)«3Jlenge bei jener fonfreten 5Pun!tmenge nid^t möglid^, 
ba es bei biefer notn)enbigern)eife einen legten, bie gange Steil^e t)on 
fünften abfd^liegenben $unft geben muB- S)enn tt)ie bie ©efamtl^eit 
aller enbli$en 3öl&len, in ber eS feine größte enblid&e Sc^l gibt, gu 
ber neuen unenblid&en So^^ «> fül^tt, bie au^erl^alb biefer 9ieil^e enb= 
Ud^er 3öl^len liegt unb auf fie alle unmittelbar folgt, ebenfo müßte 
eS aufeerl^alb ber unenblidö fielen 5PunIten ber 5Pün!tmenge co, in ber 
eS feinen legten 5Punft gibt (ref)). geben foll), einen ?ßunft geben, ber 
bie gange unenbltd&e Sieil^e gum 3lbfd&luB bringt, bie betreffenbe ^Punft* 
menge gu einer aftual unenblitj^en (refj). gu einer unenbIid6=großett 
©eraben erjier Drbnung) mad6t. SP aber ein fol$er gegeben, bann 
bepelzt fein begriff Iid5er Unterf(J6ieb mel^r gtoifd&en einer folgen w + l— 
2Wenge fein fottenben ^ßunftmenge unb einer enblid&en ^Punftmengc. 
®enn in beiben gibt eS einen erjien unb einen legten ^ßunft, in bciben 
]§at jeber iPunft außer bem erfien unb bem lc|ten einen unmittelbar 
öorauSgel&cnben unb einen unmittelbar nad^folgenben ?Punft, in icber 
ergibt bie (im ©eifie gemad&te) Slbbition eines ^ßunfteS gu ben borauS» 
gel^enben, toenn t)on bem erften fünfte auSgel^enb biefe Slbbition 
fufgeffit)e auSgeffil^rt toirb, immer eine enblid^e $unftmenge. 3)lan 
tüxxh t)ielletd6t im Slnf^luß an baS 8e|tere fagen: ber begriffltii^e 
Untcrfd&ieb befleiße eben barin, baß in ber erfteren babei nie auf eine 
le|te enblid&e ^ßunftmenge gu gelangen ift, »äl^renb bieS in ber gtoeiten 
(relatit)) balb ber f^ati fein toirb. Slber bieS gu bel^au))ten, l^ieße in 
einem circulus vitiosus fid^ beloegen: benn bie a5e]^au))tung, jene erfie 
ajlenge fei aus unenblidö oielen 5Punften gufammengefe^t, muß fid& auf 
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einen (egriffUd^en Untetfd^ieb in ben 6eiben !Dlengen fifi^en, folglid^ !ann 
biefer begriffli^e Untexfdgieb ni$t in ber SorauSfe^ung ber unenbli^en 
SnjQl^I felbfl liegen. S)a§ ein folget begrifflicher Unterfd^ieb in)if(6en 
beiben SRengen in ber Zat ni$t befielet unb befleißen !ann — unb bieS 
i^ baS Sntfd^eibenbe — , ergibt fidg eben unmittelbar aus bem SSergteid^ 
ber beiben ^n!tmengen mit ben entf))red6enben 3<i'^ltnengen. 2)er Unter- 
fd^ieb jmifd^en einer enblidgen Sal^ltnenge unb ber unenblid^en 3<^^lmenge 
(co + 1) befielet barin, ba§, toSl^renb bte erfie ou8 lauter fonfefutiöcn 
Sal^Ieinl^eiten befielet, b. 1^. jebe 3<^i^lcueinl^eit barin, auger ber erfien 
unb ber legten, eine unmittelbar nadgfolgenbe unb t)oraugge]^enbe l^at, 
bie giDeite nid^t anfi lauter DoUIommen fonfeIutit)en Sinl^eiten beftel^t, 
ba ttol^l aud^ in il^r |ebe S^t'^l^ittl^^it, felbftt)erft&nblid^ auger ber 
erften 1 unb ber legten tu, eine tl^r itnmittelbar nadgfolgenbe l^at, 
ber legten S(^^^ ^ barin aber leine 3o^l unmittelbar t)orauSge]^t. S)a- 
gegen beftel^t ein entft)redgenber begrifflid^er Unterfd^ieb 3U)ifd^en einer 
enblid&en unb ber «o + 1 — ^ßunömenge nid^t, ba beibe einen crjten 
unb einen legten $unlt l^aben unb beibe aus DoQfommen IonfeIutit)en 
^n!ten befleißen, eS entf))redgen alfo beibe begrifflid^ t)oIIIommen ber 
enblid^en 3d¥tnenge, morauS fidg unmittelbar ber folgenbe funba- 
mentale @a^ ergibt: 

Sine aus IonfeIutit)en $un{ten beftel^enbe $unftmenge, 
bie einen erfien unb legten 5Pun!t l^at, ift enblid^. 

S)ag biefer @a| rid^tig ift, mirb man nad^ ber obigen SluS- 
fäl^rttng nid^t bein)eifeln fönnen. S)urd6 benfelben finb aQe einen 
Einfang unb ein Snbe l^abenben unenblid^en $un!tmengen refp. un= 
enblid^-grogen @eraben im !onfe!utit)en SDiSfretum auSgefd^loffen. 
2>ur(^ biefeS Slefultat gerät aber unfer 2)en!en in feltfame ^ntino= 
mien. 2)enn menn irgenbn)o, fo mfigte gerabe im !onfe!utit)en S)iS= 
Iretum bie SoifjH «> unb bie aus il^r weiter entfiel^enben tranSftniten 
3a]§len, loenn fte n)ir!lid& logifd^ möglid^ n)&ren, befleißen lönnen. 
SJenn, toie ©ir frfll&er fagten, in biefem S)iSfretum bebeutet bie 
Ofigur 2 nidgt eine bloge bilblid^e S)ar{teQung ber 3^^l ^, fonbern 
^e ]§at in bemfelben unmittelbare reeUe 99ebeutung, fte ift ber t)öllig 
abäquate lonirete SluSbrud ber enblid&en unb ber unenblidgen 3a'^l" 
menge, ba in il^r febe t)ertilale $un!tmenge einen fonireten DoUig 
abäquaten 5aII einer (abfiralten) enblid&en ober tranSftniten 3öl^l 
barpelft. Slber nur ein Slidt auf bie gigur flbergeugt uns, toenn 
ber obige funbamentale @a^ gu ^ülfe genommen toirb, bag in einem 
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foU^en lottfehtKben 2)isfretum (bie Srigur ^ellt eilten Befonbereti ^fl 
ber quabratifd^en bisfreten &tnt bor)^ bie S^l^I <o unb bemitati^ bie 
traitSftnite 3<)^I fibetJ^au))! unmöglid^ ift. Senn tt)enn bie tran$- 
finite Soifil ^ in bemfelben befielen fönnte, bann mügte, toie in ber 
Sfiflur bargefteQt, auf aUt üertüden enblid^ $unltmengen eine 
unenblid^e ber 3al^I ^ entfpred^enbe tiertüale ^unltmenge folgen, bie 
entfpred^enbe l^orijontole $un{tmenge, beten $unltenan}a]^l o>-f 1 
fein mfigte, ]§at aber offenbar, mie bie Sfigur geigt, einen erften unb 
einen legten $un!t, unb ba fit, ber SBorauSfe^ung gentA§, aus (auter 
fonfefutioen ^untten befielet fo mufi fie nad^ bem obigen @a^e enb- 
Iid& fein, alfo ift bie tranSfinite So^l ^ unb iebe anbere trandftnite 
Sal^I flber]^au))t in bem fonfefutiben 2)iSfretum unmöglid^, biefeS 2)tS= 
(retum fann bemnadg nid^t unenbltd^, fonbem nur enbttd^ fein. 

SnbererfeitiS koieber mug, gerabe beSl^alb, loeil baiS fonfefutiüe 
2)i8fretum, fpejieQ ber Ofigur 2, ben t)oII!onimen abAquaten lonfreten 
SuSbrud ber abfira!ten aritl^ntetifd^en Sleil^e enblid^er Qaf^Un bilbet, 
in bentfelben ganj ebenfo bie 3al^I «> möglidg fein, mie fte in biefer 
ab{tra!ten Sleil^e ber SSorauSfe^ung gemAg moglid^ ift. @omtt ge* 
raten ttir in eine offenbare Slntinomie: einerfeits lann infolge ber 
boQen Aongruenj ber ab{tra!ten aritJ^metifdgen Stetige enbtid^er Sol^Ien 
mit ber lonlreten geometrifd^en Steil^e t)on fonfelutit^en ^n!ten (mit 
einem erften angefangen) bie festere, ba fte ftetS auger bem erfien 
aud^ einen legten $un!t l^at, nidgt unenbUd^ fein, unb anbererfeits 
mug fte traft berfelben Aongruenj aud^ unenblid^ fein lönnen, ba bie 
entf))red6enbe aritl^metifd^e füeifft unenblidg fein lönne. S)ie flntinomie 
ift, fotoie fie l^icr formuliert ttorben, unjtoeifell^aft unb man muß fie 
nun ju Ibfen öerfud&en. ©8 finb nun offenbar nur brei ßöfungen 
berfelben m5gltd^, j|e nad^bem ob man bie eine ober bie anbere @ette 
berfelben gelten lägt, ober ob man einfad^ bie ganje ®runblage ber» 
felben, baS IonfeIutit)e S)i8fretum, für eine UnmögUdöfeit erfidrt. 

^ 9la^ ben Vrtn3t|)im bet bisfteten ©eotnetrie (toerßl. »€1. b. n. ®/, ©. 345, 
unb „$r. b. m.", ®. 252, 3) befielet bie Orfifie dntx teeHen ^etaben nur in bei 
6umme bet irreeHen 3toi{4en|)unIte. 9ür bie (tet gefül^rten SetoeiSfil^tunoen t^ eS 
aber inelet^ant, ob man bie ^xh^t bet teeHen (Setaben in bie Summe bet teeSen 
^nfte allem obet in bie Summe bet ttteeHen ^nlte aHein obet in bie Summe 
beibet fe^t, in jebem Satte flnb bie entft)tedöenben 5Punfte (tef|). (glementatgetaben) 
fonfefutik). übet biefe üetfd^iebenen fotmetten SRögli^feiien bet St^&^unfi bet ^tdge 
teettet ®etaben (unb bet ®etaben übetl^oupt) in bet bisiteten ®eomeitie toetgl. man 
meinen ettoft^nten ^uffa^ in ben »3lnnalen bet tRatut^Üofop^ie*, IV. »b., S. 239 ff. 
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S)ic ctfte unb, meiner 2lnfi$t natfe, bie etnaige Iofttf$ l^attbote 
ßöfung ber Slnttnomte bepelzt in ber Se]^au|)tunB, bafe eine aus fon= 
fefutiüen ^ßunften bejicl^enbe ^ßunltmenge nottoenbigertocife einen erjien 
unb einen^ legten 5Punft l^aben unb infolgebeffen, bem obigen un« 
jtoeifell^aften @a^e gemft^, enblid^ fein mfiffe unb bag batauS gu- 
gleidfe, auf ©tunb jener t)otten ßongrueng ber beiben Sleil^enarten, 
bie @nbU(fiIeit ber abftraften aritl^metifi^en Sleil^e folgt. S)er @$ein, 
au8 bem bie Slntinomie in le^ter Snftanj entfpringt, befielet in ber 
afßögliii&feit ber J)otentieffen gortf^^w^g biefer legieren ins Unbe» 
ftimmte, b. 1^. bie ®nbIi(J6Ieit ber abfiratten arit^metifd&en Sleil^e ifl 
nidöt bie beftimmte, fonbern bie unbejiimmte (£nbUd6!eit. 3n bem= 
felben ©inne fann aber au$ bie geometrifd&e SDtenge unbeftimmt enb^ 
lid^ fein: jtoar ift jebe einmal gefegte 5PunItenmenge ate bejiimmt 
enblid^ }u beulen, nidgtS l^inbert aber biefelbe fidg nod^ gröger gu 
benlen, toenn babei nur nidgt t)ergeffen tt)irb, bag fie als fol$e, ein- 
mal gefegt, benimmt enblid& ifi.^ SBie iebe ^ßunftmenge, bie toir 
uns, biefer Sel^auptung gemä§, beulen, cnblii^ iji, obgleii^ jebe nod^ 
größer gebadet ©erben fönnte (burd& ^injufügung neuer 5Pun!te), ebenfo 
toäre jebe Sd^i bie loir uns beuten, enblid&, obglei(ft iebe, burd^ ^in* 
jufflgung einer neuen ©in^eit, oergröfeert toerben fönnte; unb loie 
iebe fonfe!utit)e 5ßun!tmenge einen legten 5ßunlt l&ätte, fo l^dtte aud6 
iebe beftimmte 3ö^lmenge eine lefete Söl^l in ficfi.* 

S)ie gtoeite ß5fung beftflnbc barin, bie JRottoenbiglcit ber Sal^l 
CO als ber ©efamtl^eit aller enblidfeen Söl&ten ju bel^aupten, ben ent= 
fpred&enbcn ws^Punlt ber <ü=5Pun!tmenge bagegen ju leugnen. Unb 
biefe ßöfung toare in ber Sat bie einjige logifi^ benfbare, toenn man 
ben SnpnitiSmuS beS fonfefutit)en S)iSfretumS um ieben 5PreiS retten 
toiö. 3Jlan lann in ber Sat bie SSorauSfefeung, öon ber wir auS= 
gingen, als toir bie Slottoenbigleit beS au^erbalb ber <ü=5ßun!tmenge 
liegenben ü>::^unIteS als beS ßorrelatumS ber auf alle enblid^en Sal^len 
folgenben 3ö^l «> bel&aut)teten, aufd^einenb mit gutem ©runbe in 2lb= 

1 fWan toerßl. batübcr ousfü^rli* „$r. b. 911/, @. 173 ff. 

* Übet bie Slottocnbigfcit ber SSorouSfe^unß ber ßröfeten enbli^en 8a5I ber SÄaum- 
pmfit teröl. mon baöeßen „$r. b. Wt.", ©. 307—312. ^^ mufe l&icr auSbrütfli* 
bemerfen, bag biefe 9lottt)enbtg!eit nur auf bem @tanb|)un!te be§ firengen gimtiSmuS 
gilt ttttb ba6 baS 3)tlemma: cnttoebcr bie Sufftnißfcit ber toieHjcttlid^cn Sßelt ober bie 
9lotttenbtg!eit ber ötöfitcn enbUd^cn Qo^l (a. a. D., @. 311) ni^t mel^r gilt, »cnn 
bie TOglid^leit beS 3nfimti8mu8 ouf bem @tanb|)ttn!te ber neuen Geometrie {xt]p. 
bie Sereinbarieit beiber) gugelaffen toirb. 
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tebe fieQen. 2>enn toenn e8 in bet 3<t^tenmenge (co), b. 1^. in ber 
äJlenge aller enbli$en SaliUn, beten 3al§t o> ifl, !ein le^teS ®Ueb, 
b. ]^. leine größte refp. le^te enbtid^e Soi^I gibt, bann fann eS in bet 
$un!tenmenge (o>) lein le^teS ®Ueb, b. 1^. leinen legten $unft geben, 
fo bag mit einfad^ nut bie ^n!tmenge co aU möglid^ DotauSjufe^en 
l^aben, unenblid^e $un!tmengen bagegen, bie gtöget als a> loAten, 
obet, pt&jifet auSgebtüdt, unenbUdge ^unftmengen mit einem etflen 
ipunite (bem Anfang), bie gtöger ate ü> tDftten, al8 unmdglid^e aM- 
3ufd^Hegen l^aben, ba fold^e Stengen notmenbigettoeife bie ^innft- 
menge (a> -f- 1) als Steilmenge entl^alten mähten, biefe aber nad^ bem 
obigen t^unbamentalfa^e übet fonfe!utioe ^nftmengen mit beiben 
Snben notmenbigetmeife enbUdg fein mü^k, motauiS bann aud^ bie 
SnbUd^Ieit bet (o*97lenge nnb alfo aud^ bie Snblid^feit jjebet nad^ 
einet enblid^en obet unenblid^en 3^^! t)ielfa4en ^unltenmenge folgen 
tt)&tbe (nidgt nut alfo toAten äJlengen Don bet gfotm a>*y, fonbem 
audg bie Stengen Don bet Of^tm (ov ufm. enblid^, benn menn bie 
ü>s$un!tmenge enblid^ ifl, bann mug aud^ ). 99. bie o>^-$un!tmenge 
enblid^ fein, ba fte in bejug auf bie etße enblid^e o>s9Jlenge felbfi 
eine (o-ajlenge tt&te :c.). Slbfltaft genommen tofltbe amat aud^ in 
biefem t^aUe bie unenblid^e 3<t'^l ^ ^uf aQe enblid^en 3<i^len un- 
mittelbat folgen, il^t mütbe abet im ®ebiete bet lonfefutiDen $un!t« 
mengen lein ^unlt mel^t entf))ted^en, bet 3al^l o> m&tbe in biefem 
OfaQe einfad^ bie gefamte unenblid^e $un!tentei^e bet ^^unftmenge 
(a>) entf))ted^en. 

2)iefe 93el^aut)tung liege fidg fogat Dom abftta!ten ©tanbpunfie 
aus Detteibigen. S)enn baiS Sigentümlid^e bet 3<^'^l ^ befleißt eben 
batin, bag fte bie ®efamtl§eit aüet enblidgen 3^^lett bebeutet, ba| fte 
bie Slealiftetung bet gefamten Sleil^e biefet 3a]&lcn alg gegeben unb 
Dolljogen fe^t, fo bafe man in biefem SSoHjug unb ©efeung biefet 
Sleil^e, bie lein le^teS ®lieb l^at, gletdbfam bie einjige Slufgabe bet 
3a]^t ö) etblidEen lann. 9luf bie mit einem etfien 5Pun!t beginnenbe 
5Pun!tentei]^e übetttagen, toütbe alfo biefet Sluffaffung gemSfe bie So^l 
(0 einfadö bie ben enblid^en 3öl&len entf|)ted5enbe Sftealifiening biefet 
ganjen Sleil^e (»a8 au8 bet (Jfig. 2, loo iebem fünfte bet l^otiaon- 
talen mit einem etften 5Punfte beginnenben ^ßunltteil^e eine Dettifale, 
bet enblid^en 3a^l entf<)ted6enbe ^Junftenteil^e entfj)tid&t, unmittelbar ju 
etfel^en ift) bebeuten, ol^ne bag babutd^ ein augetl^alb biefet ganaen 
Äeil^e liegenbet, bet 301^1 ^ fdbft entfpted&enbet unb biefelbc im ttn» 
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enbltd^cn ofifd^Uefecnbet 5ßunft flefc^t toerben müfetc (in bet Sig. 2 
iDürbe alfo in biefem Ofotte auf alle bie enbU$cn öettifalen ^Punften« 
mengen feine unenblid&e Dertifale ^unltenmenge [<i>] folgen, fo ba^ aud^ 
in ber l^orijontalen 5ßunftenmenfle fein biefer öertifalen w-SRenge ent« 
fpredgenber (os^unft t)orfomnten loätbe). 

äBenn man nun fragt, ob man bei biefer 3n)eiten Söfung anberen 
transfintten Sagten aufeer w eine geometrifd^e Sebeutung beilegen 
fann ober nid^t, fo fann man fid^ gang gut benfen, ba^ aud^ il^nen 
eine folt^c jufommi. 3)enn bie 3a^I <*> Bebeutet in biefem Qfaffe nur 
bie mit einem erfien fünfte beginnenbe unb mit feinem legten ab- 
fd^Iiefeenbe 5ßunftmenge, b. 1^. biefelbe bebeutet eine aus fonfefutit)en 
fünften beßel^enbe, einen Slnfang, aber fein Snbe l^abenbe ©erabe. 
S)a fid& aber bie 3fortfe|ung einer ©eraben aud6 in ber entgegen» 
gefegten Stid^tung benfen I&^t, fo ^inbert nidgtS, bag bie ©erabe t)on 
bentfelben crften 5Punfte, toie in bem erften Qfalle anfangenb, aud& in 
ber entgegengefe^ten Slidgtung fid| ins Unenblid^e erftredCt, b. 1^. ber 
3a]^I <ü entfpridöt, toie bieg bie gig- 9 jcigt. SlOerbingS ift bieS nur 
fo möglidl, totnn ber tranSpniten Söl^Ienlel^re ßantorS fiatt feiner bas 

- + 
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8ftÖ. 12. 

©leid^l^eitsfriterium SSeronefeS gugrunbe gelegt loirb, ba eine t^ort- 
fe^ung ber ü>=^unftmenge ebenfotoenig nad^ t)orne (in ber negatit)en 
9tidgtung) möglidg ift, toie fie nadg leinten (in ber ))ofitit)en Slidgtung) 
unmöglid^ mar, folange baS ©leid^l^eitsfriterium (S^antorS galt. $ier 
ift bieS nod^ t)iel einleud^tenber, als eS in ienem QaUt ber gfaQ toar. 
S)enn loenn nad| (S^antor bie SOtenge 

mit ben 97lengen 

2, 3, 4, 5 V 

3, 4, 5, V 

4. 5, , V, 



gleid§ (xt\p. A^nlid^) ift, bann ift fie audg mit ben äJlengen 
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o, 2, 1, 2, o^ 4^ , V, 

4, 3, 2, 1, 2, 3, 4, V, 



gletdg (ref:t). ftl^nltdg), teorauS unmittelbar bie Unmi)9ttdg!ett einer i^ort* 
fe^ung ber ouS !onfe!uti))en $un!ten beflel^enben ©eraben in ber 
negativen Slid^tung (menn bie erfte oIS ))oftti)) bejeid^net loirb) folgen 
loarbe, ba ieber $un{t, ber bem SlnfangSpunft ber in ber ))ofitiDen 
9li(!6tung öerlaufenben ©eraben l^injugefflgt toirb, fettft ju bicfem 
il^rem 9(nfang§))un!te tt)irb. SBirb bagegen bag ©leid^l^eitslriteriunt 
SantorS aufgegeben (man Dergl. baräber bie ^nmerhtng @. 42), bann 
leud^tet Don felbft bie 37löglid^!eit biefer f^ortfe^ung ber ©eraben in- 
ber negativen Stiftung ein unb eS tt)firbe bemgemfi^ bie ^ngal^I ber 
^un!te einer fold^en !einen Anfang unb !ein ßnbe l^abenben ©eraben 
ber @^antorfd^en tran§finiten ^a^ o>*2 entf:t)red6en. 2)en transfiniten 
3aWcn öon ber fjorm ü> + v toürben offenbar bie Seilgeraben biefer 
©eraben entfpred^en, bie aus einer ü)«$un!te entl^altenben ^albgeraben 
unb V Dor biefer liegenbcn ^JJunßen befidnben. 3)en tranSfiniten 3ö]§len 
^•3, ö>'4 ac. unb ben baämifd^enliegenben Sohlen Don ber S^orm 
wv + V mürben nur nod^ flral^lenförmige unb gebrod^cne (in einer @bene 
Uegenbe) ßinien entfpred^en tonnen, toöl^renb g. S. ber 3ö^I «>* offen= 
bar ein ©cd^ftel ref^). ein SBiertel einer au8 lonfelutiöen ^JJunlten befle]^en= 
ben unenblid^en (breiedigen ober quabratifd^en) @bene entf))red6en loärbe. 
Slttgcmein gefjjrod^en toürben unter ben tranSfiniten ^a^tn nur ben 
unenblid&en 3<i^Icn oon ber ^orm w, w • 2, ... w • v, ... afi, «o^, . . . 
ü>"* ac. feine 5ßun!te im Slaume entf^)rcd6en, bagegen allen ^ol^Um t»on 
ber gorm w + v, wv + v, «o^ + v, <«>"* + v ac. toürben eingelne ^JJunlte 
entfprcd^en, gang cbenfo toie enbUd&en 3ö^ten fold^e entf^)red&en, atter« 
bingS mit bem toid^tigen Unterfd^iebe, ha% to&l^renb ben enblid^en 
3a]§Ien ol^ne Unterbredftung bie einjelnen 5punfte entf^)red6en, bieS bei 
ienen tranSfiniten ^a^tn nid^t mel^r ber SfaH ift, ba §toifd&en il^nen 
3a]§fcn öorl^anben finb, benen leine fold^e entf^)red&en. 

SQBie plaufibel biefe Söfung auf ben erflen SBIidC aud& erfd&einen 
mag, fo fül^rt fic bod&, Iogifd& !onfequent auSgcbad&t, bagu, bie ^cAU 
ft) als fol^e, b. % als eine befonbere 3 a 1^1, ju leugnen, alfo nur eine 
3a]^lmenge (ü>) jujulaffen, ol^ne biefer SJlenge felbfl einen Orbnung8= 
t9))uS ref p. eine ^cSi\ auauf d^reiben. 2)enn eS U^t fidg nid^t leugnen : 
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iDenn bie 3(^^Itnenge (a>), b. 1^. bte 3)lenge aller enbli^en (in SantorS 
&pxaäit) Orbinaljal^Ien, als iDol^Igeorbnete SJlenge aufgefaßt einen 
£)tbnungdt^:t)u8 l^at, unb es alfo eine Sd^ biefer 37lenge gibt, bann 
ifl biefe 3<i^I begtifflid^ ettoaS gan} 9leueS, toaS mit iener äJlenge 
felbfi nitSit mtfjx gnfammenf&Kt, unb eS mu^ bann nottDenbigerioeife, 
toie auf alle bie enblid^en 3(^^Ien ber 3<^^lutenge (o>) bie unenblidge 3a^I 
CO felbfi unmittelbar folgt, ebenfo auf atte ^JJunlte ber lonfelutiDen 
5PunItmenge ((o) ein w^unft folgen, ber biefe 3Jlenge im Unenblid|en 
ebenfo abfd^Iiegt, toie bie Sd^ ^ ben begrifflid^en 9l6f$Iu^ ber 3al^I- 
menge (w) bilbet. 3jl bem nun fo (bie {Jig. 2 überjeugt un8 un^ 
mittelbar t)on bef[en SBal^rl^eit), bann mu% loenn bie ^unltmenge 
((ö) tDiberf))rud&8lo8 gebadet toerben fott — unb fie Iftfet fid&, toie toir 
fallen, nur fo toiberf))ru(j^iSloS beulen, toenn fie !einen ü»^n!t auger 
fidö im Unenbli$en l^at — , offenbar bie 3ufammenfaffung ber S^W 
menge (o>) in ein ©angeS, b. 1^. bie 99e]^au))tung, bag biefelbe einen 
£>rbnungSt^))u8 beft^t, faKen gelaffen toerben. 3n biefem Statte l^fttten 
nun bie ber SoXjH o> nati^folgenben S^W^ t»on ber S^rm <«> + 1, 
cö + 2 ufto., toie alle tranSfiniten 3ö^Ien flberl^aupt, leinen bireften 
aritl^metifci^en @inn me]§r, fie toftren bloge 3ei(i^en bafür, bag gu ber 
$unftmenge (a>) neue in berfelben Slid^tung nidgt mtfjx liegenbe $un{te 
beS !onfe!utit)en S)i8!retumS, bef[en 93eftanbteil jene ^unümenge bilbet, 
^injugeffigt toerben fotten, refp. ba^ es fol$e $un!te gibt. 

äBenn toir nun ju aU biefem nod^ l^inguffigen, ba% auf ®runb 
beSfelben @a^eS, auf ®runb bef[en !onfe!utit)e a>-$un!tmengen mit 
einem (fejien) @nbe im Unenblid^en unmögli^ ftnb, aud^ unenblid^ 
Heine, aus !onfeIutit)en $un!ten beftel^enbe Streden in bem fonfe- 
futit)en S)is!retum au8gef(i^Iojfen finb, — benn in biefem Satte müßte 
nottoenbigertoeife eine enbU(^e Strede aus unenblitjg fielen fold^en 
unenblid^ Keinen Streden, ben einfa$en Slementargeraben, befleißen, 
alfo aus einer unenbli^en ^njal^I t)on fonfeIutit)en fünften, toaS 
eitn mäi jenem @a^e unm5gli$ ifl, ba lebe enblid^e Strede in biefem 
Statte eine einen erften unb legten $un!t l^abenbe, aus !onfe!uti))en 
fünften beftel^enbe (o) + 1) 5ßun!tmenge barftetten toürbe (t)gl. barüber 
auSffl]^rUd6er toeiter unten) — toenn toir, fage xäi, autft biefeS in Säe« 
trad^t giel^en, bann erft toirb uns !(ar toerben, toie ftrmlid^ einem !on- 
fequenten UnenbUd6!eilSt)ertreter bie ^ntoenbung beS UnenbU^IeitS'» 
begriffs auf baS fonfe!utit)e S)is!retum erfd^einen toirb. Unb bod^ ifl 
bieS baS Sugerfte, toaS fidg nodg t)on bem UnenbßdgfeitSbegriff, toenn 
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ntan fidi ni$t babet in unlösbare unb l^anbgreifli^e 9Btbetf))rüd^e 
t»ertt)i(feltt toitt, retten !ann, toenn berfelbe auf bafi fonfelutitje ®i8fre= 
tum angeioenbet loerben, toenn alfo biefeS le^tere unenbUd^ fein ]oU. 
SBie man aus bem Obigen fielet, fieKt biefeS in bem !onfe!uttt)en S)i$- 
!retum no$ mdglici^e Unenblid^e logifd^ baS 37linimum beS Unenb- 
U$en bar, ein 3Rinimum äbrigenS, mltS)^^, totun man nur flreng 
Iogif(i^ beulen toxU, gerabe an ber ©renae ber Unmöglidgfeit fielet. 

ffienn toenn bie Sttl^lmenge H felbft !einc S^^ tnel^r ^at unb 
bie ^unltmengc (o)) feinen legten biefelbe im Unenblid^en ab» 
f(i^Iie§enben 5Punlt, bann gibt c8 feinen begriffKti^en Unterf^ieb mcl^r 
3tt)if(i^en ber unbeflimmten Snblid^Ieit ber aritl^metifdgen S^eil^e enb* 
Kd&er Sohlen, bie berfelben na$ unferer erpen ßöfung jufommt 
unb biefer termeintlid^en' aftuetten Unenblid^Wt ber Sö'&Itnenge (co) 
einerfeits unb ber unbepimmten ©nblid^leit ber geometrifd^en 3flei]§e 
einer mit einem erften 5pun!te anfangenben fonfelutiöen 5ßunftmenge, 
bie berfelben naii^ unferer erften Söfung julommt, unb biefer t)er» 
meintK(i^en aßueUen UnenbUd^feit ber $un!tmenge (a>) anbererfeits. 
2)enn bie unbeftimmte (Snbli$!eit ber aritl^metifd^en Sleil^e bebeutet 
im erften SfaKe ni$t8 anbereS, aU bag fid^ biefe äleil^e nie ats ein 
(BanjeS ben!en U^t, ba^ bie Unenblid^Ieit berfelben nur in )}oten- 
tteUem, nid^t aber in altueUem @inne befielet, ba^ eine unenbHd^e 
3aW aller enblid&en SdW^ wid5t bejiel&t, ba§ öielmel^r biefe ffteil^e 
ftets mit einem legten enblid&en ©liebe enbigt, bafe fie alfo, 
aftuell gegeben gebadet, ftets (beftimmt) enblidg x% unb baSfelbe 
bebeutet bie unbeftimmte @nblid^!eit ber mit einem erflen ^nlte 
beginnenben !onfefutit)en $un!tmenge. hieraus ift eS !lar, ba§ 
— ba bie gtoeite ßöfung, toenn fie logifd^ lonfequent burd^gcfül^rt 
toirb, ftd^ t)on ber erfien nur formell unterfd^eibet — , toenn bie erfle 
ßöfung rid^tig ift, bie gtoeite nid&t rid&tig fein lann et vice versa, 
^tnn toenn bie erfle ßöfung fttr eine unrid^tige erllftrt toirb, fo U- 
beutet ba^ nidgt mel^r unb nid^t toeniger, als ba^ bie unbeftimmte 
@nblid^!eit ref)). bte potentielle Unenblid^Ieit ber aritl^metifdgen unb 
ber geometrifd^en !onfe!utit)en Sleil^e als foldge unmöglid^ ift, ba^ biefelbe 
notteenbigertoeife gu ber SSorauSfegung ber aftueKen Unenblid^Ieit beiber 
9lei]§en ffi]§rt, loorauS bann, toie oben auSgefül^rt, mit 9lottoenbig!eit, 
toenn alle toeiteren SBiberfpräd6c beS Unenblid^leitSbegriffS aufgel^oben 
»erben follen, bie 9lid&tig!eit ber jtoeiten ßöfung folgen loflrbe. 2Benn 
fid^ aber bie erfte ßöfung ftreng logifd^ begrSnben l&^t^ toie id^ 
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bieg an einem fdgon angeffil^rten Orte gejeigt l^aBe, bann folgt 
barauS unjtDeifell^aft, ba^ ft($ baS fonfe!utit)e S)iiS!tetum nur ate 
enblt$ ben!en Ift^t. 

9Bte bem nun aud^ fei, lebenfaUd tüirb fi$ ein lonfequentet 
Unenblid^IeitSt^ertreter mit ber atoeiten Sdfung, bie il^m nur baS 
aKerüeinfte 3Rtnimum ber Slealifierung fetner SieBIingSibee bietet, 
nid^t jufriebengeben, fonbern er toirb feine 3uf(ud^t au einer britten 
ted§t robilolen SSfung nel^men — er toirb ndmlidö einfai^ bie 
Iogif(jge ![)lögU$!eit bt^ fonfe!utit)en 2)i8!retum8, baS il^n in foI$e 
äSerlegen^eiten bringt, in ^brebe fiellen. 2)amit tt)firbe bie gange 
Antinomie, aus ber iene beiben Sdfungen entf))rungen, l^intDegfallen, 
benn fte l^dtte, fo fd^eint es iDenigfteniS, bann leinen 93oben mel^r, ba 
il^r ber ©egenftanb, auf ben fte fi$ bejiel^t, babur$ tt)flrbe entjogen 
Serben. 2)enn mit ber Slufl^ebung beS aus {onfe{utit)en Ruften be- 
{iel^enben StaumeS fd^eint ber UnenbUd^IeitSDertreter aKer obigen @orgen 
entlebigt gu fein, ein foldger Unenbltdi!eit§t)ertreter, toenn er nur Ion- 
fequent genug ift, tt)firbe fogar bereitiDiUigfl angeben, ba§ ein foldger 
9laum nur enbltd^, ja nod^ mel^r, nur beftimmt enblid^ fein !önne, ba er 
!i)n{equentertt)eife bie unbefiimmte @nblid^!ett eines foI(^en aur a!tuellen 
Uneubttd^Ieit (obiger 2lrt) erl^eben müßte unb ba biefe unmögKd6 ifl — 
toaS er toieberum nod6 bereittoilltiger aug^ben toürbe — , fo toflrbe er 
titn barauS ben @d^Iu§ a^^^<^n, bag bas fonfelutit^e 2)is!retum nur 
beftimmt enblidg fein !onne. S)a biefe bestimmte Snblid^feit, lonfe- 
quent gebadet, au einer größten enblid^en SoÜjli ber !onfefutiDen Slaum- 
))un!te fül^ren müßte, fo lodre bas nur ein ©runb mel^r, bie logifd^e 
SRöglidgleit beS !onfe!utt))en 2)is!retumS au leugnen.^ 

SBftre nun toirüid^ ber Unenbltd6!eitst)ertreter mit biefer feiner 
Sepreitung ber logifd^en 37l5gUd&!eit beS fonfeIutit)en SDiSiretumS mit 
einem @d(ilage aU ber @orgen frei, bie i]§m biefeS bereitete, folange 
eS nod^ als togifdge 3Jl5glid&!eit galt? Seiber nid^t. S)enn loenn 
man einmal ben UnenbUdg!eitsbegriff bei einem fold^en, bem Sc^^l' 
bis!retum unmittelbar entf))red^enben 9^aumbis!retum nad^ feiner 
SDlögtid^Ieit ge))rflft l^at, bann l^at man in x^m unb bamit aud^ im 
93egrtffe beS unenblid^en 9laumeS mand^e Sd^ioftd^en unb äJlftngel toal^r- 
genommen, bie fonft t)5llig Verborgen unb unbemer!t blieben. Unb toenn 
man bann felbft bie logifdge ÜJlöglid^&it eines fold^en SlaumbiSiretumS 
in ^rebe fieKt, bleiben biefe Sinfid^ten in bie @dgtoäd^en unb SJlangel 

^ Übtt bie gr^^ie vMi^t Sal^l betgt. man ieboi)^ aui)^ bie 9lnmerlung auf 6. 61. 
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be$ Unenbltd^IettSbegttffS in feiner Unioenbung auf ben Staunt babon 
unberfllgrt unb ntan !ann fte bann au$ auf anbete Slaumfotmen fibex= 
tragen. ffiieS toirb freititi^ nur bann ber ^att fein, toenn e8 gelingt, in 
biefen le^teren eine ^rt !onfeIutit)er Seile ju entbeden, benn finb bie 
Seile berfelben, möge man unter biefen le^teren toeld^e Seile immer m- 
fle]§en, ftets inlonfefutit), bann laffen fid^ jene @(i^n)ierig{eiten beS 
Unenbli(jgIeitiSBegriffS, bie auS beffen ^ntoenbung auf ba^ fonfefutiüe 
2)i8!retum entf))ringen, ntd^t auf biefe anbeten 9^aumformen übet- 
tragen. 

9lur eine einfa^e Überlegung fiberjeugt uns nun baDon, bag 
fol(i^e fonfelutiDe Seile aud6 Bei biefen festeren Slaumformen eEifticren. 
5Denn na(% bem in bem erften Slfifd^nitt biefer 2lBI&anblung SluS= 
gefa]§rten Bejiel^t ^äi bie Snlonfelution ber Seile in ber Iontinuier= 
litten unb in ber inlonfelutiD bisfreten Slaumform nur auf bie 
legten Seile, aus benen biefelben (ref)). bie barin) befleißen, baS l^ei^t 
auf bie einfa$en Slauntpunite, bagegen finb bie auSgebel^nten, bas 
l^eigt gufammengefe^ten Seile berfelben ftetS !onfe!utiD, ba g. 99. in 
einer auSgebel^nten ©treäe bie auSgebel^nten Seile, auS benen fie befielet, 
felBp toieberum auSgebel^nte ©treden finb uftt). in infinitum. ®er 
einjige Unterf(i^ieb, ber in biefer ^infid&t att^if^«« ^^^ lonfelutit)en 
2)islretum einerfeits unb biefen Beiben in!i)nfe!utiDen 9laumformen 
anbererfeits Bejiel^t, liegt barin, ba§ eS in bem crfteren, ba bie aus» 
gebel&nte ©trede eines folti^en fftaumeS in le|ter Snfiang aus einfadjcn 
fonfe!utit)en ^unlten Befielet, eine Heinfte unteilbare ©trede gibt (fie 
fdllt mit bm gtoei reelle 5Pun!te trennenben irreellen 5pun!te ju= 
fammen), toft]§renb eS in bzn le^teren feine folti^e Heinfte ©ttede 
gibt, ba eS batin gteifi^en jtoei 5pun!ten jiets einen btitten unb alfo 
eine unenblit^e SWenge Don fold&cn gibt, bie offenbar immer eine 
©trede lonjlituieren. Dbgleid& man nun für eine auS in!onfeIutit)en 
5ßunlten beftel^enbe ©trede felbpt)erpftnblid6 ni(i^t bc]^aut)ten !ann, 
ba§ fie aus lonfefutiDen Seilen bejiel&t, toenn unter ben le^teren 
bie einfachen, fie lonftituietenben (refp. barin als öorl^anben ju benfen- 
ben) 5Pun!te felbjt t»erflanben toerben, fo läfet fi(i^ bieS offenbar ganj 
too]§l tun, toenn unter biefen Seilen bie ©treden felbfi Derfianben 
»erben, aus benen fie befielet. 3)a§ eS in einer fold&en ©trede feine 
fleinjie einfalle Seilfirede gibt, ifi babei offenbar irrelevant, benn 
loenn loir irgenbeine fold^e Seilfirede aur Sinl^eitSftrede nel^men, 
fönnen toir bann ftets bie ganje ©trede als aus einer (rationalen 
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über tnatiottalen) ^ngal^I t)on folgen S^eilftreden beftel^enb auffaffen, 
tnbem biefe Seilflreden unmittelbar aufeittanberfolgenb bie ganje 
Sttede QuSmaii^en. 

SBettn nun eine aus tn!onfeIuttt)en ^nlten beflel^enbe @trede 
(xt\p. ®erabe) ganj \uofjH als aus !onfe!utit)en Steilen beftel^enb auf» 
flefa§t toetben fann, fofem untet biefen bie jte fonfHtuierenben %txU 
Freden terflanben toetben, bann lägt {t(i^ offenbar auf biefelbe ol^ne 
Sinfd^ran!ung bie für bie auS fonfelutiDen ^nlten be^el^enbe ©erabe 
geltenbe 93e]^au))tung übertragen, bag nämlitig eine foltjge @trede nur 
fo unenbUd^ fein fönne, tütnn fie !ein @nbe im UnenbUtJgen l^at (unb 
bag fie, loenn bieS le^tere unmögUd^ ift, nur enbli($ fein lönne). S)enn 
gibt man einmal bie 9li(jgtigleit biefer 99e]^au|)tung für bie auS !onfe!u- 
tit)en fünften beftel^enbe ©erabe ju, bann mu^ man mit logif^er 3loU 
loenbigfeit biefelbe für lebe ®erabe über]^au))t jugeben: benn ba^ bei 
ber erflen ©eraben bie 5£eilgeraben mit btn fie fonftituierenben ein- 
fad^en Steilen, ben 9laum))un!ten, in le|ter 3nftana gufammenfaUen, 
ift nur ein befonberer Umflanb, ber mit ber Aonfe!ution ber Steil- 
geraben einer ©eraben fiber]^au))t, toenn bie logifd^e 3R9gn($!eit 
anberer ©erabenarten (refp. ber aus inlonfelutiDen fünften befleißen- 
ben) gugelaffen loirb, in feinem begrifflitjg nottoenbigen 3ufammen- 
l^ange {iel^t, ba ja in biefen leiteten !onfeIutit)e S^eilgerabe befleißen, ol^ne 
bag bie einfallen Steile berfetben, bie 9laum))un!te, !onfe!utit) finb.^ 

1 @S tfl fogar merltoürbid feflgulleOen, ba( bie äBiOÜltU^lett ber angenommenen 
(Stnl^eiisfhetfe Bei biefen (Seraben a0e SBebeuiung Verliert, toenn bie gftage m^ ber 
Unenbltfl^leit einer folgen (Seraben erl^oBen loirb, b. 1^. toenn OorauSgefe^i loirb, eine 
foldfte derabe fei afitteH unenblid^. 3n ber gig. 13 ifl eine (Serabe bargefleHi, bie als 
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8fifi. 13. 
ins UnenbU^e ^^ erftretfenb 3U benlen ifl, in ber snerfl eine mit 1 nnb 1^ Begeid^nete 
Stretfe jur (Sinl^eit8ftre(!e genommen toorben ifl nnb an^erbem no4 eine atoeite mit 
2 unb I2 Beaetd^nete &xtdt, bie baS S^oppelit ber erflen Sinl^eitSflrede Beirfigi, 
^aä^ bem (Sletd^l^eiiSfriterium SBeronefeS ift nun offenbar bie unenbli^e Sieil^e 

1, 2, 3, 4, V 

atoeimal größer als bie unenbli^e 9ieil^e 

2, 4, 6, 2v 
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SBenn bem nun fo ift, loenn alfo bie unenblid^ groge ®erabe 
mit Um SnbpunH im Unenblitjgen ni$t Befielet, bann lägt fid^ 
batauS leidet ber merimarbtge @(^lug aiel^en, bag ft$ eine unenblt(% 
Heine @ttede im Staume, mSge bie @ttultur beSfelben loie immer 
fein, überl^QUpt ni$t benlen U^t 2)ag in bem !onfeIutit)en SDiS- 
fretum eine foI$e unbenibar ifl, folgt unmittelbar quS bet Unmog- 
IxäjUtit ber unenblid^ großen @trede mit bem im Unenbli(j^en liegen- 
ben Snb))unlte in bemfelben. S)enn bie unenblid^ Heine Strede erfter 
Orbnung, loenn nur eine foI$e (um gun&d^ft biefeS einfad^fte 99eif))iel 
in 93etra$t au jiel^en) als mOgUd^ jugelaffen toirb, lofirbe offenbar in 
biefem O^aUe mit ber Heinften Strede im !onfe!utiDen 2)i8!retum gu» 
fammenfallen, fo ba% lebe enbU^e ©tredCe in bemfelben bann au$ 
unenbli(!^ fielen !onfe!utit)en, unenblid^ Seinen Seilfireden biefer Sfrt 
befleißen loürbe, alfo in begug auf bie Heinfte Seilftrede eine unenb- 
Ii4 groge ®erabe mit anfangs» unb (Snbpuntt barfieKen toilrbe, 
biefe le^tere aber nad^ htm oben ^uSgefülgrten unm5gK$ ift (nod^ 
unmittelbarer Iftgt fid^ bieS einfel^en, loenn in Setradgt gejogen loirb, 
bag lebe enbUd^e @trede in biefem f^alle eine unenblid^e $un!ten» 
menge mit einem erfien unb legten ^Punlte barfteUen loflrbe, bie aber 
nad^ btm befannten @a^e unmbglid^ ift), toorauS nur bie Unmoglidg- 
!eit ber unenblid^ üeinen einfad^en Setlftrecfe folgen tofirbe. 2)a nun 
in iebem unenblid^ Aleinen beliebiger Orbnung in htm fonfelutiben 
S)i8!retum nottoenbigertoeife bteS unenbßd^ Aleine ber einfad^en S£eil= 
firecfe aU le^ter 93e{tanbteil auftreten mflgte (eS genagt aud^ bie un= 
enbUd^ Heine @tred(e nftd^ft nieberer Orbnung in Setrad^t gu giel^en), 
fo folgt barauS o]§ne weiteres, bag fid^ eine unenblid^ fleine ©trede 
in bemIonfe!utit)en3)i8!retum, toenn in bemfelben bieunenb« 

fo ba(, toenn w bie So^l ienet et^en Stetige i^, ^ biejentge ber )ioeiten fein loirb. 

%At unmUx^t (Serabe, totl^t ber erfien Stetige entfprtd^t, lotrb offenbar ebenfo gro^ fein 
tote bie (Serabe, bie ber jtoetten Stetige entfpri^t: benn bie (iinl^eiisftretfe ber stoetten 
ifl atoetmal grdfier als bieientge ber er^en, fo bafi, obgletd^ bie gal^I biefer ^nl^eits« 

fireden ^ ifl, bie refnitierenbe ®erabengröfie bo4 biefelbe tote im erjien gfalle 

Ja 

fein tttrb, ba ^ • 2 = u). (^l^nltd^eS loürbe ftd^ ergeben, toenn atoei ®eraben mit 

ben (iinl^tfPreden 1 nnb 3 tc angenommen toerben.) S)a nad^ bem Slei^l^ettS' 

friterlnm dantor« bon t)orne]ieretn ^ x^p, - (too - bem HuSbrnd voo entfpridjt) 

2 V y 

= <o tft, fo folgt baranS ol^ne toeitereS baSfetbe Siefuttat. 
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Ii(jg gtD^e ©tredEe mit bem @nb))un!t im UnenbHd^en nid^t It- 
fielet, ni(i^t benfen Ift^ti i^^B in bemfelben bann jebe enbß^e @trede 
aus einer enbK($en Slngal^I t)on ^Punlien refp. üeinften Seilflreden Befielet, 
^fragen niit uniS nun, ob fid^ in bem inli)nfe!utit)en S)i8{retum 
bie unenbli(i^ Keine Strede ben!en tftgt ober ni$t, fo ift Uiiit ein» 
3ufe]§en, ba§, toznu bie unenblid^ groge @trede mit einem 
im Unenblid^en liegenben @nb))un!te berfelben in einem 
fold^en 2)i8!retum unbenlbar ift, ani) eine unenblitjg Heine 
Sttede barin ni$t toirb gebaut toerben !önnen. S)enn 
to&re eine fol$e ben!6ar, bann mü^te iebe enbli^e @tredfe aus einer 
unenblid^en H Slngal^t t)on folci^en unenblid^ üeinen, !onfe!utiDen 
Steilftreäen erfter Drbnung Befleißen, fie mügte alfo in Begug auf bie 
Ie|tere als (SinIgeitSftredfe eine unenblici^ groge @trede (erfter Orb- 
nung) mit einem im UnenbU(i&en liegenben @nbpun!te barftetten, bie 
aber ber SSorauSfe^ung gemftg unmöglid^ ift, fo ba^ barauS un» 
mittelbar bie Unmögliiftleit ber unenblidö Keinen ©trcdfe in einem 
fold^en 2)is!retum folgt. SBftl^renb nun in bem !onfe!utit)en S)is!re» 
tum unter ber gemalten SSorausfe^ung iebe enblid^e @tredfe aus einer 
enbU^en Slnjal^l t)on einfa^en Seilftredfen refp. fünften Befleißen mn%, 
l&gt fi$ bies filr bie enbtid^e @tredfe beS inIonfe!utiDen S)iSlretumS nid^t 
Bel^aupten, ba eS in biefem feine fleinfte enblid&e ©tredte gibt, fo ba§ 
man in Begug auf biefelBe nur Bel^aupten !ann, fie Bejiel^e ftets aus 
einer enbßd^en ^njal^t t)on !onfe!utit)en, enblid^en S^eilftreden, biefe 
toieberum aus einer enbUd^en ?!(nja]§I t)on fold&en ufio. in infinitum. 
S)enn loie es in biefem fRaume nad^ oben !eine größte enbUd^e @treäe 
gibt, b. ]&• leine enblid^e ©tredfe, vöon ber fid^ nid^t eine größere beulen 
liege, unb bieS fdgled^tl^in inS Unenblid^e gel^t, ol^ne bag man babei 
auf eine ©tredfe pofeen würbe, bie nid&t toieberum enbKd6 todre, ebenfo 
ifl in bemfetben nad^ unten !eine @tredEe ben!Bar, bie nid§t enbßdg 
to&re unb t)on ber es nid^t nod^ eine üeinere enbUd^e @tredEe gdbe. 
2Bie man l^ierauS fielet, mflgte man, fobalb man in einem fold^en 
3)is!retum bie Unenblid^Ieit nad& oben in bem eben erörterten ©inne 
leugnen, b. §• fö^ unmöglid^ l^alten toürbe, mit Sftottoenbigleit aud6 
bie UnenbKdöIeit nad^ unten in htm eben erörterten ©inne leugnen, 
in toeld^cm x^aUt bann aber in einem fold^en Jftaume bie SEatfac^e 
einer Hetnjten enblid^en ©tredCe gugelaffen toäre, tooburd^ fid& baS in= 
fonfefutiDe SiSiretum nottoenbigertoeife in baS fonfe!utit)e Dertoanbeln 
»ürbe. hieraus folgt alfo unjtoeifell^aft, ba§ baS inlonfcIutit)e 
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Sidfrettttn nad^ oben nottDettbigertDeife fetner XitSbel^nung 
nad^ ttnenblid^ fein ntu^/ ba baSfeKe fetner loefentlt^en Statur 
(refp. ber ^unHenanjal^I) gentftB ^ ^<^^ i^nten i^, lofi^renb baS {on> 
fefntit)e SiSlretnnt nad^ oben and^ enblid^ fein tbnnt, ba 
ba9felbe feiner loefenttid^n 9httur gernftB naä^ nnten — unter ber 
gemadgten SorauSfe^ung — enblid^ fein ntu|. 

2>ie Unenblid^Ieit naä^ oben unb unten, t)on ber l^ier bei bem 
in{onfe!ntit)en unb bem !onfefutit)en 3)is!retum bte 9lebe loar, ifl nur 
bie !etn Snbe im UnenbKii^en l^abenbe Unenblid^feit, unb biefe fann, 
koie frfil^er auSgefttl^rt, nur Unenblid^!eit ber erften Orbnung fein, ti^i 
unfere 3(u$ftt]^mngen im nftdgfien SDbfd^nitt ift eS aber t)on großem 3m 
tereffe }tt erfal^ren, tone eS fid^ mit ber Stiften} ber nnenblid^ Keinen Strede 
in bem in!onfefutit)en 3)iS{retum t)er]^ält, loenn unenblid^ gro^e Streden 
l^Sl^erer Orbnung barin ab mDglid^ gugelaffen loerben, b. 1^. tüenn bte 
unenbltdg groge @trede erfter Orbnung als einen (Snbpunft im Un- 
enblid^en l^abenb aufgefaßt loirb. @obaIb nun fftr bie aus enbtid^en 
!on|[e!utit)en S^eilflreden unmittelbar ]^ert)orge]^enbe unenbUd^ gro^e 
©trede angenommen loirb, baB fie einen legten ®ren}t)un!t im Un- 
enbli^en l^abe (ber ber transfiniten 3ct]^I ^ SantorS entf))ri$t), mu^ 
man aud^ eine unenblid^ Heine @tretfe t)orauSfe$en, beren im unenb- 
Ud& Aleinen liegenbe ®xtnipunft jugleidg bie ©renje barfteQt, ber bie 
immer Keiner loerbenben enblid^en @tred(en gujireben, ol^ne fie je 3u 
erreid^en. Um bieS gu t^eranfd^aulid^en, bebienen toir uns ber f^igur 14, 
toorin eine enblid^e ©tredEc juerft in jiDei Hälften, bann jebe Don 
biefen in itoti ^dlften u]\o. geteilt iß. SBenn bie gange @tredfe 
mit 1 begeiti^net toirb, bann totrb fie offenbar au8 2 ©tredteu be« 

i 1 i i 

16 8 4 2 
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1 

»iß. 14. 

ftel&en, bie burd^ ^ t^örgefiellt finb, aus 4, bie burti^ j, unb über- 

l^aujjt aus V foI(§en, bie burdö - batgeftellt pnb, b. 1^. bie ben v*ten %t\l 

t)on 1 barftettcn. 3fl nun bie ©tredfe 1 aus inIonfc!utit)en 5ßun!ten 
gufammengefe^t, fo toirb fie ins UnenbUci^e teilbar fein, b. ^. tDte 
gro§ bie enbtid&e Sciffl v aud6 angenommen toirb, toirb cS nod& eine 
ju ber enbliiiöen Sal^I v -f 1 entfpred&enbe Heinere SCeilftredte ber 
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Sttetfe 1 geBen. SBettn nun bie ber Stetige enMtdger S^^l^n 1, 2, 3, 
4, . . • . V . . • • etttfl)re(igenben SEeitftreden einer ins UnenbU$e 
loadgfenben enblidgen Strede einen legten ber 3ctlgl <» entfpretjgenben 
$un!t im UnenbUdgen l^aben, bann mu^ eBenfo bie Sfleil^e ber ben 

3ölglen 1/ 2' 4' 8' 16 • • • • V • • • • «^tfrredgenben Seilftretfen 
einer inS Unenblicige a&nelgmenben enblidgen ©trede einen legten ber 
3a]^l - entfpredgenben 5PunIt im unenblidg Keinen OeBiete Igaben, 

3Jlan !5nnte nun jund^ft meinen, biefer $un!t !5nne mit bem ^n» 
fangSpunlte ber ©tredfe 1 gufQmmenfatten, fo ba% fettft toenn in 
bem in!onfe{utiDen 2)iiS!reium unenblidg gro^e ©treäen t)erf$iebener 
Orbnungen jugelaffen merben, man gar nidgt genötigt ift, bie unenblidg 
Heine ©trede erfier unb btej[enigen ledigerer Orbnungen guaulaffen. Unb 
biefe @dgIugfoIgerung Igätte tt)enigften$ auf ben erften ^M (t)gt. iebo$ 
bie nädgfte 9lnmer!ung unten) nidgtg ^nftögigeS, folange man bi^ togtfdge 
SDflöglidgleit beS !onfeIutit)en 2)id!retumd nidgt in S9etra$t gielgt, benn 
fobalb man biefelbe in 99etrai$t jielgt, ftelgt man ein, ba^ eigentlidg, 
tDtnn ber im unenbUdg steinen liegenbe ®ren3))un!t einer ins Unenb» 
lidgc abne]§menben enblidfeen ©tredfe mit bem 3tnfang8pun!t biefer 

©tredEe jufammenföttt (ober in abfolutem ©inne - = iWi biefe 

bann in SBalgrlgeit aus einer unenblidg großen Slnjalgl (ber Sa^^ ^) 
t)on foldgen unmittelbar aufeinanberfolgenben $un!ten beftelgen n)flrbe. 

®enn toie bie ©tredfe 1 aus v !onfe!utit)en --SCeiljiredfen befielet, 
ebenfo mfl^te pe aus o> lonfelutiöen ^Xeilftredten bejlelgen, unb, toenn 

- mit bem ^InfangSpunlte refp. mit bem einfadgen 5ßun!te jufammen= 

faHt, bemnadg aus a> !onfe!utit)en einfadgen ^Punlten Befleißen. 3n 
biefem Sfatte Igätten mr aber offenBar !ein in!onfe!utit)eS 2)is!retum 
mel^r t)or uns, baSfelBe Ig&tte ftdg mit einem ©dglage in baS !i)nfe!utit)e 
unenbKdge 2)is!retum Dertoanbelt* SBiU man atfo biefeS le^tere t)er> 
meiben, b- ^. fott baS inlonfe!utiüe 3)iSlretum in!onfcIutit) fein unb 

BleiBen, bann lann- nid^t mit bem 3lnfangSl)un!te ber enblidgen 

©trede 1 a«fömmenfatten, fonbern baSfelBe muß eine unenblidg Heine 
©tredfe barftetten, bereit im unenblidg Heinen ©ebiete Kegenbe 6nb= 
puxitl t)on btm SCnfangSpunftc ber ©tredfe 1 öerfd&ieben ift.^ Sft 

^ 5Denfelben iBetoeiS lann man au^ nnabl^finfitg ton ber ^otausfe^ung beS fon« 
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bcm afcer fo, bann muB aut^, toic ber 3a]§l <ö*2 eine unettbltd& gtoBe 
©tredEe entf^ttd^t, beten im Unenbli(j&en Kegenbe 5PunIt t)on bem 3ltt= 
fangSJJunHe bie boppette ßntfernung beS 5Pun!te8 w l^Qt, ebenfo 

ber S(i^l ;^ eine unenblid^ Heine ©ttedfe entfpretä^en, beten im un= 

enbli(]^ üeinen ©ebiete Kegenbe Snbpunit bie ]§aIBe Sntfetnung bet> 
ienigen (Entfernung ion bem 3lnfang8pun!te ]§at, bie ber ent» 

fljted^enbe 5pun!t bet unenbliti^ Keinen ©ttede - \>on biefem STn« 

fongS})unfte ]§at ufto. in infinitum.^ 

^ietauS folgt nun, ba^, loenn in bem in!onfe!utit)en 
S)is!retum bie unenblidg gtoge ©ttede einen $un!t im 
Unenblid^en l^at, in bemfelBen bie unenbUd^ üeine ©ttede 
nottoenbigettoeife ejiftieten mufe. 

SEßaS tDit nun in bejug auf bie (Stiften} ber unenblid^ Heinen 
©ttede in btm inlonfelutiöen 3)i8ftetum fcflftettten, Iftfet p* olftne 
Anbetung auf baS Aontinuum fiberttagen. Sßie im tiaUt, bag bie 
unenbKdö große ©tredfe in bem inIonfe!utit)en ffiisltetum feinen @nb» 

feftttttxn ^iShetumS fo fajfen: toenn bie unenbHd^ fletne Strebe in bem tnlonfefttttDen 
^Stttium mit bem ^nfangS^unfte Stt(ammenf50t (unb fie Braud^t bieS nur bann ni^t 
3tt tun, toenn fein a>-$nn!t im unenblid^ ®ro(en totauSgefe^t toirb), bann Beße^t iebe 
enblid^e Streife in bemfelBen auS einfad^en fonfefutiben ^nften (benn bie nnenbli^ 
fleinen 0-©treÄen — fünfte — flnb eben als X^eilftrerfen fonfefutib), loomit tUn 
baS infonfeftttibe !^{S(retum aU foI^eS aufgel^oben ift (man fann baSfelbe iRefuItat 
au4 fo auSbrttden: aus bloßen 92unen — 9lun'6tre(fen ^ Uli fiA feine auSgebel^nte 
©tretfe aufammenfe^en). 

^ ^uf ®rttnb biefer ^usfül^runsen ift eS lei^t einaufel^en, bag ber @:antor*$eanof4e 
»cioas (bergt Kantor, geitfd^rift für ?]^ilofol)]^ie unb <»5irofo|>]^ifd^eÄrittf, »b.91,©. 112 
bis 114, unb $eano, Kivista matematica, vol. n, p. 58— 62) für bie UnmDgUd^feit 
ber unenblid^ fleinen Streife im infonfefutitien ^Sfretum, ba beibe Sorfd^er in bemfelben 
ben ü)-5punft im UnenbliiSen julaffen, bon bornel^erein unrid^tig fein mug. 3n ber %ai 
gelingt ijnen biefer 58eioeiS — idj laffe beifeite, ob er audj fo ganj cintoanbfrci ijl — 
nur fo, bog fte, toie fie ber unenblid^ großen aeroben feinen (feften; ^nfangS^unft, 
fo ber unenblid^ fleinen Strede feinen (feften) (Snb^unft aufd^reiben. äBir l^aben 
aber gefeiten, bag im SfaHe ber Sulaffung eines cd -fünftes im Unenblid^en, loenn 
nid^t ))on bornel^erein bie ^nioenbung ber tranSftniten 3(^^I^ttIel^re (S^antorS unm5gli4 
gemad^t loerben foll, baS (Sleid^l^eitSfriterium (S^antorS notioenbigerioeife mit bemientgen 
SBeronefeS bertaufd^t loerben mug, toaS toieberum, geometrifd^ auSgebrüdtt, bebeutet, 
hai iebe Stredte, fei fie unenblid^ grog ober unenblid^ flein, nottoenbigertoeife fokool^I 
einen (feflen) Einfangs- toie einen (feften) 6nb<)unft l^aben mug, womit bie Geltung 
beS ©antors^ßeanofdjen SBeioeifcS ^tinji^iett aufgel^oben ifl. SBergl. barüber aud^ bie 
JBemerfungen SBeronefeS in beffen ^Svunbaügen ber Geometrie", S» 701—705. 
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))un!t im Unenbltd^en ]§at, in bemfelben bie unertbli^ Heine SiredCe 
ni$t benI6at x% ebenfo unb aus bentfelben ©runbe ift eine fold^e 
©tredfe in biefem ^atte autft in bem ßontinnum unben!bar. SBcnn 
bagegen bie unenblici^ groge ©tredCe einen (SnbpunÜ im UnenbUd^en 
l^at, bann toirb im Aontinuum bie unenbliij^ Heine ©ttede ebenfo 
cEijKeren muffen, toie fte in htm inIonfelutit»en ©isfretum eEifÜeren 
mn% ia fogar ifl biefe 9lottt)enbig!eit l^ier nod^ einleu(j&tenber. ©enn 
toäl^renb toir bort auf biefe Sfiotoenbtgleit baraus fd^Ioffen, bafe man 
fonft ben einfa^en $un{t aU ben ©rengtDett ber ins Unenblid^e 
abnel^menben enblidgen ©trede annel^men mügte, in toel^em f^atte 
ftd^ bann aber bas in!onfe!utit)e S)is!retum in ba^ !onfe!utit)e t)er- 
toanbeln toürbe, fällt biefe SJlöglid&leit l^ier Don öornel^erein toeg, toeil 
ber einfati^e 5punft in h^m Äontinuum feine reelle SBcbeutung l^at, nxtSit 
als beffen iDirflidger 93eftanbteil e^iftiert, fo ba% alfo l^ier audg rein 
formell nur bie unenbUd^ Heine ©tredEe ben ©renjtoert ber inS VLn- 
enblid^e abnel^menben enblid^en ©trede re))rdfentieren lann. Stufeer* 
bem, toie toir für baS inlonfefutiüe ©isfretum feftfteüten, bafe baS» 
felbe feiner ^uSbel^nung nad^ na$ oben nottoenbtgertoeife unenblid^ fein 
mfiffe, ebenfo unb aus bemfelben ©runbe mu^ bieS aud^ in bejug auf 
baS Aontinuum gelten. @obaIb man t)orauSfe^en lofirbe, bag beibe 
nad^ oben il^rer ^uSbel^nung nad^ enbUdg finb, toflrben ftd^ beibe mit 
einem ©daläge in baS !onfeIuttt)e S)ts!retum t)ertoanbeIn, benn nur 
biefeS fann fotool^t nadg oben toie nad^ unten enbßdg fein. 

@obaIb man nun aber bie ÜJlöglid^Ieit ber unenblid^ großen 
©tredfen mit bem unenblid& fernen (£nb))un!te in bem in!onfe!utit)en 
S)iS{retum unb bem Aontinuum gulaffen lofirbe, magte man, nadg 
htm oben SluSgeffil^rten, mit bemfelben Siedete foldge ©eraben aud^ 
in bem lonfefutiDen S)iSlretum julaffen, in toeld&em CJalle bann in 
biefem le^teren bie unenblid^ Heinen ©tredfen ebenfo toit in ben beiben 
erjien esiftieren toflrben, nur mit bem Unterfd&iebe, ba§, loäl^renb bie^ 
felben in ben erfteren notloenbig todren, biefelben in il^m offenbar 
mit bemfetben Siedete gugetajfcn toie beftritten toerben !önnen. 3freilid& 
lönnten biefelben barin nur fo jugelaffen toerben, toenn eS ge« 
länge, all ber äBiberfprfldge loSjutoerben, bie fid^ ber Slntoenbung 
ber transfiniten 3ö^fe«Ic^te ßantorS auf baS lonfelutiöe ffiisiretum 
toiberfe^en. SBir tootten nunmel^r öorauSfe^en, bieS Unmöglid5e fei ge^ 
lungen, unb unterfud^en nunmel^r in bem nad&jlen Slbfd^nitt, toie fidg bann 
bief^rage nadg ber fogenannten9)ldd^tig!eit beS AontinuumS geftalten toirb. 







2)a8 Aontinuutn))to6Iem bejiel^t 6e!anntltd6 in ber f^rage/ totlä^t 
fUl&äitxiUit ber ©efatntl^eit aller reeDen (ganjen, gebrotj^enen unb 
irrotionalen) SciW% ^^\P' ^^^^ reellen S^l^Ien, bie jtt)ifd&en unb 
1 liegen, gulommt. 97lan glaubt allgemein, ba§ bie Slntoori 
auf bie[e O^rage jugleidg bie ^ntteort auf bie fj^rage ber 37lftd^tig!eit 
ber unenbU^en (inlonfefutiDen) ^unltenmenge einer enbli$en Strede 
in fid^ f^Iie^t, ba eine einbeutige 3uotbnung ber fünfte ber leiteten 
mit ben Sc^l^I^ngtiebem ber erfteren }u bejiel^en fd^eint. S)a nun, toie 
@antor gegeigt l^atS bie 3Rä(i&tig!eit be§ unenbli$en, in!onfe!utiDen 
9laumeS t)i)n unenbßd^ Dielen 2)imenfti)nen mit ber 3Rftdgtig!eit ber 
$un!tmenge einer begrengten ©trede (baS lineare ^ontinuum) ju- 
fammenfaUen foS, fo toirb bie SIntteort auf bie f^rage ber 3Jl&$tig- 
leit bed 3(^^len!onttnuum$ fflr ibentifdb mit ber StnttDort auf bie 
Ofrage ber 3Jlft$tig!eit beS 0laum!ontinuumS gel^alten. 

3m t^olgenben UioUen toir auf bie gfrage ber 37l&(jgtig!eit beS 
3a]^lenIontinuum§ als foldge gar nidgt eingel^en, toaS ton nadgmeifen 
mUtn, ift nur, ba^ bie eben ertoftl^nte SSorauSfe^ung ber Sbentit&t 
biefer 37l&d^tig!eit mit berj[enigen beS StaumlontinuumS unri$tig ift, 
bag biefe beiben ^fragen gang unabl^ftngig Donetnanber finb, unb ba% 
bie O^rage nadt) ber 37l&$tig!eit beS 9laum!ontinuumS, loenn fie ein» 
mal t)on berjenigen beS 3(^^len!ontinuumiS getrennt toirb, fid^ leidet 
beantworten Ift^t, n)&]^renb biefe nad^ tt)ie t)or offen bleibt. 

Um bie Slid&tigleit biefer unferer Trennung be8 3Ä]^len= Don bem 
Staumlontinuum einfel^en ju !önnen, tooUen toir und gunftd^ft mit bem 
Problem bes 3al^l^n!ontinuum3 be!annt madgen, toaS teieberum juDor bie 
SBefannfd^aft mit ber traniSftniten SO^ftdgtigleitSlel^re SantorS DorauSfe^t. 

^ 55er9l. Kantor, „anatljematifdje «nnalen*, SBb, 46, ©.488: ^8)08 v-bimcn- 
fionale, tote baS Ko'^i^^t^Ponale l^ontittuum l^aben bie 97lft()^tig!eit beS einbimen« 
fionalen JloniinuumS". 
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SQBir l^oBen frül^er ficfcl^cn, bafe ©antor unter ber aJldd^ttglctt 
ober ber Aarbinaljal^I eine S(M t)erfte]^t, in ber nt$t nur, U)ie in 
ber Orbinalgal^l, t)on ber 93ef(i^QfFen]§eit ber Elemente, fonbern in ber 
au$ Don il^rer Orbnung abftral^iert loirb.^ SBftl^renb nun Bei btn 
enblid^en Sö^Icti nur biefer reih BefiriffUd^e Unterfti^ieb gteifd^en ben 
jtarbinal- unb ben Orbinaljal^Ien befielet fo ba^ jeber enblidgen 
Jhrbinaljal^I nur eine enbli$e Orbinalgal^I entf))ri$t tft bei ben un- 
enblid^en 3ö]&Ien, toie toir frül^er fallen, baS nicftt me]§r ber 3fött, bei 
il^nen entfprtdgt einer unb berfelben Aarbinaljal^I eine unenblic^e 
SDIenge Oon Orbinalgal^Ien. S)enn bie Drbinaljal^I ber unenbUd^en 
SWengc 

ifl tt)ol^I t)on ber Drbinaljal^I ber unenbli(]&en SO^enge 

1, 2, 3, 4, • . . • V . . . . (0 
oerfd&ieben (bie erfle l^at bie Drbinaljal&l <«>, bie jtoeite w + 1), il^re 
Aarbinalgal^I ifl bagegen biefelbe, eS iß bie erfle ober bie Üeinfte 
unenbli(i^e Äarbinaljal^I Ko (Alef-^luK), tt)el$e bie ©efamtl^eit aller 
enblidgen Aarbinalgal^Ien 

bebeutet. 2)enn bie 9lbftra!tion Oon ber Drbnung ber (SIemente in 
ber jioeiten äJlenge ifl gleitjgbebeutenb mit bem @e^en berfelben in 
irgenbeine Otbnung, alfo au(i^ in bie Drbnung: 

ö), 1, 2, 3, 4, .... V ... . 

unb in biefer le^teren gform l^at fte offenbar biefelbe Aarbinaljal^t 
mit ber 37lenge 

Xf Uf Of iXf •••«V«. »«f 

alfo bie Äarbinalgal^l Alef-SRutt.* 68 lägt ftd^ toeiter auf biefelbe 
SBeife nad^toeifen, ba§ aud^ bie unenbßdge äJlenge 



^ SBenn man fid) auf ben Sianb^unÜ ber flxengen Sogt! fteHt, b. 1^. nur baS« 
ienige für Iogt[4 mSgltd^ 3ulagt, toaü au^ reeO ntöali^ i% bann ijl es nid^t fd^toer 
etnsufel^en, bag btefe (Saniorfd^en Jlarbinalgal^Ien logifd^ gar ni^i benf(ar flnb. ^enn 
loenn unter ber Crbinalaal^l bie SaijH bon ^ml^etten mit SBeibel^altung tl^rer Orb' 
nung terfianben loirb, bann ift über]^au))t nur eine fold^e 3al^I benIBar; ba reeOe 
^inl&eitcn (inSBefonbere bie einfad^en Äaum- unb 8"t^«n^t0 ««t Befte^en lönnen, 
ttenn fie in einer Beftimmten Orbnung gegeben finb. ^ie ftarbinaljal^I SantorS ift 
bemnadj eine BIoJc logif^formettc giftion, ber in ber SöirlUd^Ieit gar nid^tS ent^ridjt. 
ÜBer bie logifd^en Mangel ber iranSfiniien Sal^Ienlel^re C^aniorS t>ergl. man aud^ 
meine »$rinji|)iett ber 9Reta|>]&^fi! w/ bie Unmerfung @. 219. 

» SRan fiejt IJierauS am Beften, baj unfere ©e5au|)tung in ber borigen Hn» 
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1, 2, 3, 4, . ♦ . V . . . . ü>, (0 + 1, 

iDeld^er bie Dtbinaljal^l o> -f 2 eni[))ri(j&t ber Aarbinalgal^l Kq ent- 
fpric^t ufm. %Ut bie unettbli^en Drbinalaalglen nun, benen bie 
erfle unenbU$e Aatbinaljal^I Ko ent|[pri$t, bilben na(j^ (Sxintot (t)gl. 
@. 34 biefet «Bl&Qnblung) bie Sal&len ber Sa^IenHajfe (11), todl^rcnb 
bie enbli$en Orbinaljal^Ien bie 3a^I(tt ber 3<^^IcnHa{fe (I) auSmadgen. 
SBie nun bie ©efamtl^eit biefer legieren Scifii^^ bie erfie unenblid^e 
37läd&tig!eit ober bie Aarbinalgal^l Ko l^at, fo l^at anäi bie ®efamtl|eit 
aller Bälgten ber 3<^^Icn!taffe (II) bie atoeitgrögte unenbltci^e SDfl&(Jgtig- 
feit ober bie Äarbinaljal^l Ki (Alef-ginS). 2Iuf biefelbe SBeifc ent« 
fprid&t bann ber ©efamtl^eit aller Säulen ber 3al&IenHaffe (in) bie 
anftdötigfeit Ka (Alef-3toei) ufto., fo ba§ auf biefe SBeife bie un« 
begrengte f^olge Don unenblitjgen Aarbinaljal^len 

Kof K]^/ K2/ • • • • Kv; • • • • Ku) • • • • 

entfielet. 3n biefer ^eife fortfii^reitenb !ontntt ntan fd^Ue^U$ jur 
tJfrage, ob ber ©efamtl^eit aUer enblid^en unb unenblid^en Drbinal« 
jal^Ien flberl&aupt, ber fogenannten SDienge W, eine ajldd^tigleit, bie 
in biefem ^atte bie le^te toftre, aufommt ober nid&t, 3n biefer S^age 
ftintmen be!anntli(i^ bie ä^ertreter ber STlengenlel^re nid^t ntiteinanber 
flberein. ßantor felbfi Betrad^tet bie SRengeW fflr eine „tnlon» 
pente'\ b. % ffir eine 3Renge, bie leinen £)rbnun88t^))uS unb bem* 
na$ aud^ !eine SO^dd^tigleit f)at^ 

3Jlit biefer fd&toiertgen grage nad^ ber IDläd^tiflleit ber SDlenge 
W t»crbinbet fid& toeiter bie grage nad6 ber SBered&tigung ber 3a]&Ien» 
Haffen, bie l^dl^er aU bie jioeite ftnb. 2)a bie 3a]&len ber l^bl^eren 
3a]§len!Iaffen auf ®runb berfelben beiben ®runb))rin3ipe entflel^en, 



nterfunfi, (SantorS ftarbinalaa^I fei eine bloBe Sfilttott, ri^tig i% 5Denn bag iioei 
unenblid^e Orbinalsal^Ien eine nnb biefelbe ftatbinal^a^l befi^en, gelingt es (Sanior 
nur fo nad^gutoeifen, ba( er bie ber einen bon btefen fi^^^ti eigentflmli^e Orbnnng 
i^rer Elemente aufl^eBt nnb il^r bieienige ber onberen fubfütuiert, tooburi)^ bie Un« 
m5gU4!ett beS felbftfinbigen SBe^el^enS ber l^arbinalgal^l in feinem €inne am beflen 
bo!umentieri loitb. gf^etUd^ mn^ nton anSbrfidtti^ l^erborl^eben, ba( bie 9iid^tigfett 
ber ttanSfiniten Orbinatjol^Ienlel^re bon ber IRid^iigfeit ber iranSftntien ftarbinol« 
Sal^Ienlel^re nnabl^angig ift nnb ba( auä^, toenn bie legiere gans DerMorfen toirb (toie 
bteS g. S9. SBeronefe int), baS ftontinnuntproBIem no4 immer Beftelften bleibt, nur 
fül^rt ftd^ boSfelbe in biefem gfaKe auf boS einfädle Dilemma ber befiimmten ober 
nnbefümmten Unenbli^Ieii (bergt toeiter unten) gurttd* 

^ SSergl. barüBer 3. S. ben ^uffa« bon S. Semfiein »itber bie IRei^e ber 
tranSfinttenOrbinalsoWen" in .HRat^ematifdJen «nnolen*, «b. 60, 1904, 6. 187-189. 
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ouf (Bruttb beten bie Söl^len ber a^eiten Sö^lenHajfe entfiel&ett unb 
in btefem @inne alfo nur eine einfädle Sfortfe^ung ber leiteten re» 
))räfentieten, fo erl^ebt ftd^ bie gfrage, ob man benn überl^au))! Don 
ber ©efamtl^eit ber S^l^Ien gtoeiter 3a]^Ien!Iaf[e in bemfelben @inne 
}u f))ted^en Bexe^tigt x% toie bieiS Don ber ©efamtl^ett ber Saluten 
erfler Sal&lenHajfe gilt. 8lud& in biefet fjrage jiimmen bie SJertreter 
ber SDIengenlel^re miteinanber nt$t überein, eis gibt unter il^nen fof$e, 
bie nur bie Saf)Un atoeiter Sal^tenllaffe gulaffen, toAl^renb G^antor 
felBfl au($ an ben l^Sl^eren Sal^Ienüaffen fefil^&tt.^ @oQten nun aUt 
bie unenbKd^en Orbinaljal^Ien ber SJlenge W eine einzige Sal^Ien- 



> @o 8. SB. UftttM ^oBfon entf^ieben bie d^^fien) l^S^etet Sa^Ienfiaffen 
(üetgl. beffen fCuffat «The general theory of transfinite nambers» in cPro- 
ceedings of the London math. Society», Ser. 2, vol. III, inSlbef. p. 185—187). 
9n ber S^ai f^ai (Santot lein befonbeteS ^^m^xp angegeben, baS ffil^tg tofire, bie 
l^l^eten Sal^IenKaffen als befonbere ^Ibf^nitte ber nnenbli^en Steige ber Orbinal' 
Sal^len ab)ttgren)en« ^enn ba bie Soffl^T^ ber smeiien nnb aQer übrigen boranSgefe^ien 
fia^lflaflen auf ®runb ber beiben er^en $rinsi)>e ber (Sr^eugung tranSfiniter 3<t(I^n 
($rinsi|) ber lonfefuüDen $in)ufügung t)on (Sin^eiien nnb ^ringt^ ber SimeSaol^I) 
entflel^en, fo genügt baS (britie) fogenannte iD^ft^tigfettS^rinsi^ als foI^eS ni^i, um 
biefe 3<^^^^n in S^^lcnflaffen abjnteilen, ba fi^ ber ^Begriff ber ^ftd^tigfeii auf bem 
Segriffe ber (S^efamtl^eii grünbet, bie bieSbe^ügli^e Sufammenfaffung ber tranSftniien 
Sol^Ien, bie auf (9mnb ber beiben er^en $rin3i|)e enifiel^en, in ein (SanseS aber, 
ttenn biefe Sufammenfaffung ni^t alle biefe gal^len auf einmal umfaffen foQ, 
offenbar ein neues befonbereS ^rinat^ DorauSfe^i unb erforberi ^ier liegt alfo eine 
offenbare logif^e Sude in QiantorS Segrünbung ber tranSftniten S^^^l^nlel^re. fCud^ 
ifi es fel^r f^toer, fi4 irgenbeinen SBeg gu benfen, auf bem fie ju t)ermeiben mftre. 
IBieQeid^t lie^e eS fid^ beulen, ba( bie C^nfü^rung ber l^Sl^eren aritl^metif^en O^era' 

• 

(1) 
ttonen, ol^ne bie ftd^ übrigens tranSfinite Sct^l^n, bie gr5§er als tu ^ 

finb, tteber begriffne fixieren no^ gei^enmä^ig bar^eUen laffen, gu einem fold^en 

Siele führen fdnnte. 9Benn man bie !D^ulti^lifation als bie erfte auS ber 9(bbition 

(a* %• at>)eier gleiten 3<t(leu) l^ertiorgel^enbe l^Sl^ere C))eration mit a 2o, bie ^oten« 

aierung mit a^^ beaei^net, bann lann man bie nä^ft l^Sl^ere auS ber ^otenaierung 

]§ert)orgel^enbe mit a^* ufio. beaei^nen, unb fo toürbe man f^liegli^ a^ einer 

arttl^metif^en Operation a^^ lommen muffen, unb ba liege eS fid^ ^^mt beuten, ba( 

biefe aritbmetifd^e C|)eration unenblid^er Crbnung auglei^ eine Sa^l liefert, beren 

aila^tigleit ni(it me^r Xo fet# bie alfo bie erfte Sal^l ber brttten Sal^lenllaffe bar« 

fleHt. S)ann toürbe loeiter bie unenblid^e O))eration a^*^^^ bie erfte S^l^l ber Dierten 

fia^lenllaffe liefern ufio. 34 überlaffe eS g&nali4 ben IBertretem ber SHengenlel^re 

au |)rüfen, ob fid^ mit biefem ®efid^tS))unfte etioaS anfangen iSit unb bemerle nur, 

bafi t$ aus allgemeinen logifd^en (Srünben ni^t an ben Erfolg ber ^a^e glaube. 
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!Iaf[e btiben, fo tt)&rbe man bann nur nod^ 2U fragen ]§aben, ob bie 
©efamtl^eit berfelben eine äna$ttg!ett l^at ober nid^t. 93e{le]^t eine 
fold^e, bann l^dtten loir nur gioei tranSfinite äJläd^tigleiten, Mq unb 
^1/ befielet eine foI$e ni$t, bann l^atten tt)ir nur eine einjige tranS' 
finite aRäd^tigleit, eben bie SRad^tigfoit Mo. 

9lad^bem toir uns fo mit ber tranSfiniten 3)ldd&tigleit8le]§re Kan- 
tors be!annt gemad^t l^aben, tooUen toir nunmel^r feine SformuUerung 
beS Aontinuum))robIem8 befpred^en. S^antor ]§at be!anntlid& iXotx gfot- 
mulierungen be§ AontinuunU)robIem8 gegeben: in ber alteren gform 
l^at er eS in mel^r geometrifd^em @inne getan (toie ja fiber]^au))t baS 
geometrifd^e Aontinuum))robIem ber ^uiSgangSpunlt feiner transfiniten 
3a]^lenle]^re getoefen ifl), in ber f))ateren gform bagegen l^at er e$ in 
rein arttl^metifd^em @inne getan. SBir ttjollen uniS l^ier nur mit 
biefer Unteren befd^dftigen.^ 

S)aiS 3<^^Ien!ontinuum ifl nad^ Kantor unb 2)ebe!inb' ibentif^ 
mit ber ©efamtl^eit aSer reeSen Soifjlitn, b. 1^. mit ber ©efamtl^eit 

1. aller gangen t)ofitit)en unb negatiDen Saluten mit Sinfd^tu^ 
ber 3luU: 

V , —5, —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, S, 4:, 5, 6, 

• • • • '0 • • • • 

2. aQer gebrodgenen ))ofttit)en unb negatioen Sct^^^^ti, bie gtoifd^en 
ie gtoeien Stielen ber erften Sleil^e eingufd^alten feien (fo liegen g. SB. 
jtoifdben unb 1 aQe ed^ten 93rad&e, bie ftdg leidet in il^rer natttr« 

Ud&en Drbnung gewinnen laffen auf ®runb ber Qformel x = — -t-2, 
loenn a= — unb b = - jtoei fc^on befannte Srüd&e finb: 

"43527584^^' 

3. affer irrationalen t)otitiüen unb negativen SoXfUn, bie gttjifd&en 
ie gloeien 3(^¥en ber erften burd^ bie gleite ergAngten IReil^e eingu» 
fd&atten feien (fo g. S. liegt V2 gmifd^en 1 unb 2 in ber erjicn Steil^e). 



' über ben Untetfd^teb biefer beiben ^eftnittonen beS JtotiHnuumS C^antorS bgl 
man ben ^luffa^ t)on S. 6^outurai «Sor la definition du continae» in «Revue de 
Metaphysique et de Momle», 1900, p. 157 ff. 

« SBergr. gantot, ^ai^, «nnolen, »b. XXI, 6. 574, unb S)ebefinb, .©tettg* 
feit unb ittaHonale galjlen', 2. «uj!., 1892, § 3. 
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aOßenn bie erfic Sftet^e burd^ Mc atoeite öerDottftünbiflt toirb, bann 
liegt in bcr fo gettonnenen SDlcnge affer })ofittDett unb itegattDen 
rattottolen 3a^len sttifd&en je jttei eiementen jiet« ein britte«, fo bofe 
bie aWenge aM infonfefutiDen dementen befielet, ©antor nennt 
eine folt^e inlonfefutiDe 3Äenfle ,üBeraribid6t".^ 3n ber üBeraff- 
biäittn SWenge affer rationalen Sal&len Ift^t fid^ nnn iebe 3al^I aU 
©rengelement einer nnenblid&en SDlenge onberer Sagten biefer SDlenge 

barfieffen (fo 3. fö. iji baiS ©renaelement ber Sfteil^e ^, p g, ^ 

, fo ifl 1 baS ©renjelement ber Steil^e 2 # j» s ' 

fo ifl 2 baiS ©renjelement ber Sfteil^e ^^ f / s ' ^ ^i^ 2 

13 7 

baS ©rengelement. ber Sfteil^e ^ -^, ^, uftt.)- 3ebe fold^^ 

unenblid^e Steil^e bon rationalen Sal^Ien l^at offenbar ben DrbnungS- 
it)pM CO (ober *iß) unb loirb Don @antor eine gfunbamentatreil^e 
(erfier Drbnung) genannt unb iebes ßlement einer SDlenge, bie ®rcng» 
element einer gfunbantentalreil^e berfelben barftefft, nennt er baS 
$au))telement berfelben unb eine äJlenge, in ber, toie in ber 
äJlenge affer rationalen Sal^Ien, iebeiS @(ement berfelben gugleidg 
§au|)telement ifi, nennt er „infitjöbitj^t",* 8luS ber ©epnition ber 
flberaffl)idgten 9)lenge folgt, mie leidet eingufel^en ijt, ba§ biefelbe ju^ 
g{eid^ au$ infi^btd^t fein mn%. 

Obgleid^ nun iebeS Slement ber SOtenge affer rationalen Saluten 
als ^aut)telement, b. 1^. aU ©renjelement einer gfunbamentalreil^e in 
berfelben ju betrauten ijt, l^at umge!e]^rt nid^t jebe gfunbamentatreil^e 
in berfelben ein ©renjelement, eS gibt in biefer SOtenge fogar um 
enblid^ Diele gfunbamentalreil^en, benen !eine (rationalen) ©renj» 
elemente entf))re(i&en. @o l^at 3. fö. bie f^unbamentalreil^e ber SDeji- 
malbrfidge 

0.1, 0.12, 0.123, 0.1235, 0.12357, 0.1235711, 

(in benen bie S)e2imatfleffen aufeinanberfolgenben $rim}a]^Ien ent- 
ft)red^en) !ein ©renjelement in ber SRenge affer rationalen gal^Ien. 
SDieS ifl nun ber ©runb, ber uns nad^ Kantor unb SDebeünb baju 
nStigt, bie äJlenge affer rationalen 3a]^len burd^ irrationale B^^l^n 
ju erg&njen, fo ha% bie fo DerDofffi&nbigte äJlenge affer reeffen Sal^Ien 

_ • 

1 (Sanior, mai^. ^maltn, 9b. 46, § 9, @. 504. 
« ib. § 10, @. 509-510. 
$ e 1 1 n i e t) i c S , Sie t4))ifd^en Oeonteirien. 6 
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!etne Sfiden mel^r %ai unb in biefem Sinne baS aBfolute SoÜH^^- 
!oniinnum barfleUt. Sine äJlenge nun, in ber, toie in ber SDIenge 
aller reellen S^^Ien, lebe gfunbamentalreil^e ein ©renjelement l^at, 
nennt (Kantor i^abgefd^Ioffen", unb eine SDIenge, bie, voit bie äJlenge 
aCer reeCen So^^^n, nid^t nur abgefd^Iojfen, fonbern aud^ infid^bi^t 
x% nennt er eine „l)erfefte" SWengc.^ 

^uf ®runb aSer biefer S3eflimmungen folgt, ba% bas So^tn\ 
!ontinuum eine SJlenge barfteEt, bie 1. ))erfe!t (b. ]§. iuftdgbidgt unb 
aBgefd^Iof[en ift) unb 2. überaUbid^t ift, unb gloar fo flberaU- 
bid^t ift, bog giDifc^en ie gioei (Elementen ber SJlenge beS 
3a]^len!ontinuumS Stemente ber SD^enge aller ratio- 
nalen S(i^U^ liegen* Unb bamit ifl eine erfd^Spfenbe 2)eftnition 
beS AontinuumS im aritl^metifd^en Sinne gegeben.^ 

@iS erl^ebt ftc^ nun bie ^^rage nad^ ber 3)lad^ti8!eit biefer SDIenge, 
unb in biefer gfrage Befielet baS fogenannte Aontinuumproblem. S)a§ 
bie äJlenge aUer rationalen Sal^len bie Snäd^tigfeit Mq l^at, baS ld§i 
ftd^ leitet bemeifen. SunAd^ft ift eS leidet einjufel^en, bag ftd^ aKe 
rationalen So^W^f bie gloifd^en unb 1 liegen, in bie t^orm einer 
einfad^en unenblid^en Steige bringen laffen, toa^ in ber einfadgfien 
SBeife fo gefd^el^en !ann, bag ber 9tenner v einer leben Don ilgnen 
einer enblic^en SoXjH in ber nat&rlidgen Sal^lreil^e entf))rid&t, im 3&^lei^ 
aber So^^Un t>on 1 bis v — 1 Dorfommen, toobei Srttd&e, bie fd^on 
t)or!ommen, auSaulaffen ftnb. äJlan gelangt fo gu ber folgenben 
einfad^ unenblid^en IReil^e aller ed^ten SSrad^e: 

2' 8' 3' 4' 4' 5' 5' 5' 5' 6' 6' 7 • • • • 

2)a biefe Steil^e einfad^ unenblidg ifl (b. 1^. bereu £)rbnung$t4))U8 <d 
iji), fo l^at pe bie SWad&tigleit Ko-' 

Sbenfo laf[en ftd^ miUx alle t)ofitit)en rationalen 3a]§len in eine 
einfad^ unenblid^e Sleil^e bringen, toafi in bem folgenben @d^ema ge- 
fdgiel^t: 

^ (^antot, ^ai^. %mlm, 9b. 46, § 10, 6. 510. 

* (Saniot felbjl gibt biefe S^eflnttton in ben SJldl^. tCnnalen, Sb. 46, 6. 511, 
tmr in U^u^ anf baS lineare Sd^^tonihuum .... 1 (bie ^Rettge X), itibem 
er beffen Örbnttn(t8t^:|m8 mit 9 unb ben enif^ted^enben OrbnungSi^puS bet SRenge 
ber rationalen 3a(len .... 1 (bie SDlenge R) mit y) begeid^net. 

' ^H* 91. fdaxxt, Le^ons sar les fonctions discontinues, 1905, p. 28. 
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1 i i i 

1' 2' 3/ • ♦ • • X' • • ♦ • 

2 2^ 2 2 

1' 8' 5' • • • • jj.' * • ' • 

i i i Ä 

1' 2' 4' • • • • v' • ♦ ♦ • 



toortn in jebem föxnib 3&^Iet unb flennet ol^ne gemeinfamen Setter 
ftnb uttb ballet lebe rationale Sa^ nur einmal t)or!onimt\ unb bas 
man nur in biagonalen Stiftungen gu {efen brandet, um bie ^orm 
einer einfachen unenbUdgen [Reil^e ju ^aBen. 3n äl^nlid^er SBeife lägt 
fid^ bann baSfelbe far aKe rationalen So^Wn ü6er]§au))t nad^toeifen. 
SBie aus biefen ^uSffil^rungen erl^eSt, l^at bie SDlenge ber rationalen 
Saluten, bie gloifd^en unb 1 liegen, ober bie 3Jlenge R, U)ie fie 
Kantor nennt, biefelBe 9Jlad^tig!eit toie bie ©efamtl^eit aller ratio- 
nalen Sal^len äber]gau:t)t. 

S)ementf))red^enb nun fd^liegt Santor, bag audg bie 9Jladgtig!eit 
aller reellen Sal^len fiber]§au))t biefelBe ift toie bie SDlad^tigleit ber 
reellen SoX)Un, bie a^ifdöen unb 1 liegen. S)iefe le^tere 50lenge 
nennt er bie Sölengc beS „8inear!ontinuumS X" unb Betoeift, ba§ bie« 
felbe nid^t bie SDlftdötigleit ber 50lenge R l^at, inbem er auSfül^rt, bafe 
fid^ bie ©lieber berfelBen nid^t in bie S^orm einer einfadgen unenblidgen 
9lei]§e Bringen laffen. SBeiter Betoeifl er bann, bag aud^ bie äJlenge aCer 
reellen Sal^len äBerl^aupt nid^t aB}&]§lBar ifi unb fd^lieglid^, bag fte bie 
3Jl&d^tig!eit beS Sinear!ontinuumS X l^at. Sr Vermutet, bag biefe 
5!Äad6tig!eit mit ber jioeitgröfeten JUlüd^tigleit ^i ibentifdö iji, aber 
einen firengen S9etoei§ baffir l^at er nid^t geliefert, fo bag bie Sfrage 
biefer äJlftd^tigleit nod^ immer ungel5fi ifi, unb barin Befielet eBen baS 
fogenannte AontinuumproBlem. 

Kantor unb bie äBrigen SSertreter ber 3)lengenle]§re ftnb nun ber 
3Reinung, ba§ mit ber ßöfung biefeS ^Problem« ber aJlftd&tigfeit beS 
3a]^len!onttnuum$ gugleidg aud^ bas Problem ber 9Jläd&tig!eit beS 
9flaum!ontinuumS gelöfl U)ftre. SBir tooQen nunmel^r nadgtoeifen, bag 
bieS nidgt ber xiaU x% bag baS !ßroBlem beS 9laum!ontinuumS ein 
BefonbereS, Don bemienigen bes da]§len!ontinuumS unaBl^dngtgeS ift. 

3)ie einbeutige 3uorbnung n&mlid^, bie man gtoifdgen ben 
©liebem beS Sctl^l^u» unb benienigen bes [RaumlontinuumS Be- 

1 91. ^d^önflie^, 3a^re9bei:id^t ber beutf^en 9RQt^.«lSerein., «b. Vm, ^.2, e. 12. 

6* 
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fie^enb Dorau$fe^t, befielet ni$t. 2)ag ieber rationalen Soifii ber 
fontinuterlid^en Sal^Imenge .... 1 ein $un!t in ber inlonfefutiüen 
^Punftmenge einer Begrenjtcn ©trede (üal. 3^5- 15) entfprid^t, ba^ ijl 
etioaiS @in(euc^tenbe§. i)a% aud^ jeber irrationalen ßal^I in ber 
fontinnierlid&en Sal&Imenae 1 ein Jpunit in ber inlonfelutioen 



M 



2 
3t9. 15. 



$un!tmenge ber gfig. 15 entf))rid6t, ifl etmas, toaS gtoar ni$t ebenfo 
einleud^tenb ift, roa^ aber nottoenbigerloeife DorauSgefe^t toerben mu§, 
tt)enn bie inlonfelutiDe $un!tmenge feine Süden in fid^ entl^alten foQ.^ 
2)ag aber audg umgelel^rt iebem !ßun!te in ber in!onfe!uti))en $un!t' 
menge ... 1 eine 3al&l in ber lontinuierlid^en 3al§Imenge ... 1 
entfprid^t, ifi ettoaS, tt)orauf tool^I auf ®runb ber beiben gtei^ unten 
anjuffll^renben Slnalogien 2n)if$en beiben g^f^'^ff^^^ ^^^^> ^^^ ^^^^ 
ungere$tfertigt ifi^ ba eine tiefere 9etra$tung jeigi bag biefe ^na^ 
togien ni(6t genügen, DoKe 3bentität in ber befagten 93egie]^ung 
3tt)ifd^en beiben gu ftatuieren. S)ie Slnalogien finb folgenbe: 

1. 3toifd&en je jmeien Sal^Ien ber !ontinuiertic^en 3al^Ienmenge 
ifi immer eine britte borl^anben, fo n)ie gtoif$en je jtt)eien fünften 
ber lontinuierlt^en !Pun!tenmenge ein britter bagtoif^enliegt. 

2. 3ebe Sa^ ber fontinuierlid^en 3a]glmenge fteQt baS ©renj- 
element einer gunbamentalreil^e Don 3a]6Ien berfelbcn SDlengc bat, 
fotoie jeber $un!t ber lonttnuierltd^en ^unltmenge ben ®rengt)unlt 
einer aus unenblidg Dielen fünften beftel^enben S^eilmenge biefer 
3Jlenge barfteHt. 

Sluf ®runb biefer beiben Slnalogien !ommt man bann gum 
@d^Iu§, ba§ iebem $un!t ber lontinuierltd^en !Pun!tmenge eine Sal^I 
in ber fontinuierIi$en 3<^¥tnenge entfprid^t, bag alfo bie unenblid^e 
äJlenge ber (Elemente beS 3a]^IenIontinuum8 mit ber unenblid^en 
Stenge ber Elemente beS 9laum!ontinuumd äquivalent ift. 3d& n)iQ 
nun betoeifen, ba§ biefe ©d^Iu^olg^tung auf ®runb jener beiben 
Analogien ni$t geaogen toerben !ann. 

^ $et0l. batüier 1)ebelinb, .Stettgleit unb inationale Saluten', 2.«[uf[.,@.n. 
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ßiS Brandet ttSmlid^ barauS, bag bte ©lieber ber !ottttnutertic6en 
Bal^Imenge tnfonfe!uttt) ftnb, gar itid^t ju folgen, ba% aud^ bte !PunIte 
ber geraben ©trede tn!onfe!utiD fein ntüf[en, bieS tt)dre nur bann 
ber gfaU, loenn eS Don Domel^erein feflfiflnbe, bag jeber !Pun!t ber 
geraben Strede einer S(^^ in ber in!onfe!utiDen S^tl^Intenge entf))ridgt. 
©erabe biefe SSorauSfe^ung tfl eS aber, bie in f^rage fielet. SBir 
!önnen uns in ber Sat gang gut eine aus !on{e!utit)en $unüen be» 
fiel^enbe begrenjte @tredEe ben!en, in ber es 3U jjeber SoXH ber ton- 
tinuierlid^en S^tl^Intenge entfpred^enbe fünfte gibt, in ber eS aber 
aud^ !ßun!te gibt bie biefen 3<^^Ien nid^t entf))red&en, unb jtoar ift 
bie 9JlbgIid^!eit einer fold^en ^unltmenge nid^t gu BeflreiteU; fobalb 
bie SDlSglid^Ieit beS !onfe!utit)en S)is!retumS in Säetradgt gegogen loirb. 
3)enn bann iß eS offenbar, bag bie Begrengte ©trede ber i^igur 15 
als eine aus einer unenblidgen ^ngal^I Don fidg miteinanber unmittet 
Bar Berfll^renben !ßunlten Beftel^enbe @tred(e gebadet merben I5nne. 
3n einer fold^en ©tredfc aber jietten bie einfad^en irreellen Stoifd&en» 
t)un!te offenbar unenblid^ Heine @tred(en erfter Orbnung bar, unb 
ba bie Sci^Ißu ber lontinuierlid&en Sö^lenntenge . . . • 1 nur ben 
enblid^en Segmenten ber Begrengten StredEe ber S^igur 15 entf!t)red6en 
!5nnen ref}). nur ben 5PunIten, bie mit bem a[nfangSi)unfte in 
enbUd^en SlBftänben liegen, fo ifl eS Ilar, ba% eS gmifdgen ie gloeien 
fünften einer fold^en auS unenblid^ Dielen fonfelutiDen fünften Be- 
fle^enben @tredEe ftetS $un!te geben toirb, benen leine 3ttl^len in ber 
lontinuierKd&en Sö^lcnmenge .... 1 entf})red&en (fo g. S. entfpridöt 
bem erfien ?PunIte, ber fid6 mit htm Os^ßunlt berül^rt, gar !eine Soifii 
in ber S^^^Imenge ... 1, ba baS entf))redgenbe @egment eben un- 
enblidg !(ein ift, unb baSfelBe toirb aud^ f&r ben gtoeiten, britten ufu). 
5PunIt gelten). 

3fi htm nun fo für bie aus einer (osSlngal^t bon fünften Be« 
flel^enbe !onfe!utiDe $un!tmenge, fo U)irb eS um fo mel^r f&r bie 
aus irgenbeiner beftimmten unenblid^en Orbinalgal^I Don fünften 
Beftel^enbe $un!tmenge gelten unb fdglieglid^ aud^ fflr bie unenb» 
Ud^e lineare $un!tmenge, beren Slngal^I fdgled^tlgin unbeftimmt un^ 
cnblid&, b. ]§. gleid^ ber SDlenge W ifi. 3)ie 3JunItc ber le^teren 
tt)erben nun aber offenBar nidgt me]§r !onfe!utiD fein !önnen. 2)enn 
fe^t man einmal !onfe!utiDe unenblid^e $un!tmengen borauS, fo 
ifl es Har, ba^, ba eine jebe foldge $un!tmenge ein erfteS unb ein 
te^teS ®Iieb l^at unb bie ©lieber Dom erfien angefangen aufein- 
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anberfolgettb ftnb, bte (£{emente berfelben ftdg nur ben Slementen 
einer be{limmt'Unenb{td^en Stellte Don enbtid^en unb unenblidften Cr» 
binatja^en, bie ein le^teS ©lieb f)at, einbeuttg }uorbnen laffen 
loerben, bie le^tere aber ftets einen OrbnungSt^pulS l^at unb bemna$ 
auüi bie entf))re$enbe unenbtid^e, !onfeIuttt)e, lineare $un{hnenge einer 
be{limmt=unenbti$en Orbtnaljal^I entft)re(j^en toirb. S)arauS folgt 
bann umgelel^rt, ba^ bie SJlenge W nid^it mel^r einer !onfeIuti))en, 
linearen, unenblidgen ^unltmenge entf))re($en !ann, unb bag, tt)enn 
eine unenbli$e lineare ^unltmenge epftieren foQ, bie il^r entf))rid^t, 
biefelbe nur in!onfe!utiD fein !önne. ^Ifo !ann, ba iebe befiimmte 
nodg fo gro§e unenblid^e Orbinaljal^l einer {onfe!utiDen linearen 
$unltmenge entf))ri(jgt, ber inlonfelutiDen, linearen ^unltntenge nur 
bie ©efamtl^eit aller enblid^en unb unenblid^en Orbinalgal^len ober 
bie SÄenge W cntfl)red6en. ©obalb man alfo bie SWJglid^feit einer 
au9 unenblid^ ))ielen !onfelutit)en !ßun!ten beftel^enben enbli^-linearen 
!ßunltmenge in SSetrad^t jiel^t, niu§ man einfel^en: 

1. ba§ ni$t ieber $unlt ber begrenjten ©eraben (ber 
linearen unenbli(^en !ßun!tmenge) einer 3al^l in ber {onti* 
nuierlid&en S^tl&lmenge 1 entfl)rid6t, unb 

2. bag bie Slnjal^l ber !ßunlte in einer aus in!onfeIu= 
tiDen fünften be^el^enben begrengten ©eraben nur eine 
unbefiimmtsunenblii^e fein fJnne. 

@inb biefe beiben @&^e rid^tig (unb fie ftel^en unb fallen mit* 
einanber, ba fte beibe auS einem unb bemfelben gemeinsamen ©runbe, 
ber SSorauSfe^ung ber !onfeluttDen, linearen, unenblidgen ^ßunltmenge, 
folgen), bann ifl bamit erflenS unfere 9e]^au))tung, ba^ ba$ Problem 
beS Sctl^l- mit bemienigen beS 9laumlontinuum8 nidgt jufammenfäKt, 
betoiefen, unb gtoeitens ift bamit jugleidg baS le^tere Problem pm- 
iipuU gelöft. 3)er gn^eite ber obigen @ä^e {teilt n&mlid^ feft, bag bie 
%nidfjH ber $unlte in ber in!on{e!utiOen linearen ^unltmenge nur eine 
unbeftimmt-unenblidge fein lönne, ba^ alfo baS lineare 9laum!onti= 
nuum (unb bemnadg baS IRaumlontinuum über]^au))t) entioeber bie 
l^ödgfte möglidge äJlftd^tigleit (loenn bieSJlengeW nodg eine foldge 
]^at) ober über]§au))t feine foldge l^at. SQBie man alfo l^ierauS 
fielet, Ift^t ftd^ baS Problem be^ 9laum!ontinuumS, fobalb bie logifd^e 
Snöglidgfeit beS lonfelutiDen S)t8lretumS in 93etradgt gegogen lotrb, 
olgne loeitereS löfen, n^dl^renb baS !ßroblem beS 3d]§lenIontinuum§, 
aU ein bation unabl^ftngigelS, nad^ loie bor offen bleibt. 



